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ПРЕДИСЛОВИЕ К, ПЕРВОМУ ИЗДАНИЮ. 


Предлагаемая книга „Элементы алгебры ианализа“ 
значительно разнится от моей „дЭлементарной алгебры“, пере- 
изданной в переработанном виде в 1923 году. 

Различие это троякого рода: 

во-первых, весь материал заново переработан с целью, глав- 
яым образом, его упрощения и лучшего распределения; 

во-вторых, настоящая книга содержит в себе элементы ана- 
лиза бесконечно-малых, с его применениями к вопросам элемен- 
тарной геометрии и начальной механики, и краткие сведения по 
зналитической геометрии, без которых элементарный куре мате- 
матики был бы неполным; 

в-третьих, в конце книги помещены некоторые дополнения 
к обычному курсу алгебры, напр. теория соединений, бином 
Ньютона, однозначность первых Четырех алгебраических дей- 
отвий и другие, 

Укажу сначала главнейшие изменения первого рода, при- 
чем буду держатьея той последовательности, в какой материал 
распределен в предлагаемой книге. 

Изложение относительных чисел по возможности упрощено 
и поставлено раньше понятия об уравнения, чтобы при решении 
уравнений иметь возможность не стесняться невозможностью 
вычитания. 

Изложение так называемых „алгебраических действий“ (то- 
Жждественных преобразований) проведено теперь более индуктия- 
ным путем, чем прежде, и местами сокращено. 

Глава „Алгебраические дроби“ значительно упрощена (напр. 
3 77-—основное свойство дроби, $ 83—умножение дробей, и д]. 

Равным образом упрощено изложение отнощений и пропор- 
ций; все оно ведется теперь ближе к арифметических понятиям, 
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В главе этой сделано небольшое добавление 6 производных 
пропорциях (5 98), с которыми приходится иметь дел? в гоо- 
метрии, а также указано геометрическое применение свойства, 
равных отношений (к установлевию пропорциональности между 
периметрами и сходетвенными сторонами подобных многоуголь- 
НИКОВ). 

В $88 103 и 105 выражение формулой пропорциональности 
(прямой и обратной) сделано более конкретно, чем прежде. 

Подробнее изложено о графике двучлена первой степени и 
о графическом решении уравнения. 

Оботоятельнее развито понятие о равнссильности уравнений, 
получаемых из данного уравнения посредством прибавления 
к его частям одного и того же числа или посредством умно- 
жения частей на одно и то же чиело (83 120—124). 

Добавлено графическое истолкование некоторых случаев ре- 
шения уравнения ат==6 (8 133). Добавлен параграф (134) 
о буквенных уравнениях. 

С целью лучшего уяснения процесса извлечения корня пред- 
варительно указано сокращенное возвышение в квадрат целого 
числа (8 157). 

Значительно упрощено объяснение извлечения квадратного 
корня из чисел. Теперь все изложение ведется чисто арифмети- 
ческим путем, без посредства уравнения © 2 неизвестнымй, как 
это делалось в моей прежней элгебре, и без предварительного 
установления свойства числа десятков корня и свойства числа 
его единиц. Для нахождения приближенных квадратных корней 
дано более практичное правило (8 117). 

В конце книги приложены таблицы квадратных кор- 
ней четырехзначных чисел как целых, так и дробных; 
объяснение их помещено в тексте книги ($8 178). Таблицы эти 
взяты мною из известного английского учебника: „ЕЫетенаку 
а1сефга Ъу @од{геу ап@а 8144опз (1924 г.). Они значительно 
сокращают время и труд при вычислениях и служат хорошим 
пособием при разъяснении некоторых статей алгебры (напр., при 
построении графика показательной функции у == 10° при помощи 
частных значений этой функции при 5==1/,, 1/., 1/,, 1/; ит. д. (8263). 

В главе о приближенных вычислениях, помимо более кон- 
кретного изложения, добавлены еще правила сокращен- 
ного умножения и сокращенного деления, позво- 
ляющие сравнительно быстро находить приближенное произве- 
дение и частное с желаемой степенью точности. 
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Целая функция 2-й степени и ве графическое изображение 
рассмотрены в предлагаемой книге значительно подробнее, чем 
прежде (5$ 220—228). 

При изложении свойств функции у=4?, у=з и других 
(показательной, логарифмической и пр.) прежде всего решаются 
вопросы о возможности функции, об ее однозначности 
пли многозначности п (до некоторой степени) об ее непре- 
рывности, и только после разрешения этих вопросов указы- 
вается построение их графиков по таблице чаетных значений. 
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Вместо обратной функции у=рх рассматривается более 


простая функция у=уУх, на которой впервые для читателя 
обнаруживается свойство многозначности. При этом наглядно 
устанавливается соотношение между графиком прямой функции 
и графиком ей обратной (3 182); соотношение это в дальнейшем 
позволяет быстро и легко найти график логарифмической функ- 
ции по графику показательной и вообще график обратной 
функции по графику прямой. 

При решении иррациональных уравнений более наглядно, 
чем прежде, разъяеняется причина появления посторонних ре- 
шений ($ 231). 

Свойства бесконечных прогрессий, а также первое понятие 
о пределе изложены в этой книге более просто, чем прежде 
(33 250—254). ' 

Сокращено и лишено абстрактности пзложение показателей 
отрицательных и дробных (53 256—961). 

Добавлена глава о некоторых свойствах степени с рацио- 
нальными показателями для лучшего усвоения свойств показа- 
тельной и логарифмической функции (3 262). 

Для лучшей иллюстрации свойств десятичных логарифмов 
К графикам функций у=2? и у==(1/,)" (и им обратных) доба- 
влены еще графики функций у=10* и у==105.01 (черт. 61 и 62). 

С целью упрощения весь отдел о логарифмах переделан заново. 

Описание таблиц пятизначных логарифмов заменено описа- 
нием таблиц четырехзначных, пользование которыми значительно 
проще и которые тем не Менее вполне достаточны для практи- 
Ческих целей вычисления. 

В конце книги приложены и самые таблицы четырех- 
Значных логарифмов и антилогарифмов. 

Таким образом, изменения, внесенные теперь в изложение 
Прежнего алгебраического материала, имеют целью главным 
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образом отвлеченность аэменифь конкретностью, Дедуктивные 
выводы иллюстрировать индукгивно и тем самым облегчить чи. 
тателю усвоение учебного материала. 

Переходя теперь к тем отделам этой КНИГИ, которые можнс 
назвать НОВЫМИ (элементы анализа и аналитической геометрии 
сравнительно с прежним материалом алгебры, надо прежде 
всего заметить, что содержание этих отделов {а также и эле 
ментов алгебры) находится в соответствии © появившимис; 
в 1925 Году программами-минимум единой трудово[ 
школы, изданными Научно-методическим советом 
Ленинградского губоно. 


Статьи эти следующие: 


1. Основные свойства пределов и применение и; 
к вопросам элементарной геометрии (определение длины окрухж. 
ности, площади круга, боковых поверхностей цилиндра и ко 
нуса, объемов пирамиды, цилиндра, конуса и пара). 

2. Начальные сведения о производных функ 
циях и их применение к алгебраическому анализу (признаки 
возрастания и убывания функций, нахождение шахипат и т 
пипил, определенне вогнутости и выпуклости кривых, иселед 
вание целых функций 2-й и 3-й степеней и пр.) и к вопроса 
элементарной механики (нахождение скорости по данному з 
кону пространетва и нахождение ускорения по данному закон 
скорости, с иллюстрацией этих применений примерами свобо 
ного падения тел и движения тела, брошенного вертикальн 
вверх). 

3. Элементарные сведения по аналитической геоме 
трии (уравнения прямой, окружности, эллипса, гипербол 
и параболы) с указанием главнейших свойств кривых 2-го ый 
рядка. 

4. Понятие о первообразной функции и ее пре 
менения в геометрии (нахождение объемов пирамиды, конус: 
шарового сегмента) и в механике (нахождение пространства п 
данной скорости и скорости по данному ускорению). 

Изложение всех этих статей я стремился выполнить возмоя 
но конкретнее и нагляднее, при посредстве большого количеств 
чертежей (число их в книге равно 119). При этом пособиями ми 
между прочим, служили: 

С. бой{геу апа А. \. Б:4Чопв. Еетещагу а1зефта (1924) 

\. Е. Райегзон. Бе1о%1 а1еъга (1924). 
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5. Вегпаг@ апё 9. М. СЬ!19. А пеж а]хефга, 
СЬаг!ез Рах!зон. Не Цог а]еефга ог соПесез. 


Пг. Тозеё асов. АнШтейЕ (1921). 
Рго#. Ог. @. Ос. АчзавеИзенез Гевеьасц Ёг 4еп 5е36 


ащетг1сВе (1922). , 
РгоЁ. Ог. СЬк. Зсвшев 1. Ре А]еебга ап а]хебгызсВе Апа1у518, 
Вебгеп азот -СОЕЕ: п в. ГенгБась 4ег МащетайнкК пасв шодегпев 

Стил еп. 

В1сраг@ Заррацёзсв:зсВ. ГебтЬаев 4ег АгифтенЕ ила А1- 

; ина. 

: И другие. 

В приложении я поместил еще краткое изложение теории 
соединений и бинома Ньютона и некоторые другие до- 
полнительные статьи, полезные для тех лиц, которые желают 
углубить и расширить свон сведения по элементарной математике. 

Впоследствии я намерен дополнить мои „Элементы“ еще и 
систематически подобранными упражнениями и задачами, 


ПРЕДИСЛОВИЕ К ПЯТОМУ ИЗДАНПЮ,. 


Пятое издание подразделено на 2 части. К первой части 
тнесены „Элементы алгебры“ с приложением четырехзначных 
аблиц квадратных корней, логарифмов и антилогарифмов; 
о второй — „Элементы анализа“ вместе с`некоторыми дополни“ 


ельными статьями по алгебре. 
Сверх того в пятом издании книги введены следующие 


язменения и дополнения: 

1. Сделаны многочиеленные исправления и улучшения; напр., 
8 109 (часть первая) добавлено (мелким шрифтом) обобщение 

уточнение доказательства того, что график прямой пропор- 
нональной зависимости есть прямая линия; в 8320 (часть 2-я) 
лучшено разъяснение недостаточности определения касатель- 
той, как такой прямой, которая с кривою имеет только одну 
общую точку, и многие другие. 

2. Решение неравенства второй степени (с одним неизвест- 
ым), помещавшееся в предыдущих изданиях в „добавлениях“ 
3 конце книги), перенесено теперь в главу о трехчлене второй 
тьпени (часть 1-я, 8 228,2), где оно является более уместным. 
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3. Равным образом, „Соединения“ и „Бином Ньютона“, поме- 
шавшиеся в „добавлениях“, отнесены теперь к „Элементам 
алгебры“ и помещень в конце первой части. 

4. Совершенно переработано доказательство свойства ка- 
сательной (что она «сть биссектриса угла, образованного...) 
к эллипсу, к гипероле и к параболе (часть вторая, 5$ 360, 
865 и 369). В настоящем издании это доказательство исходит 
непосредственно из общего определения касательной как пре- 
дельного положения секущей, тогда как в предыдущих изда- 
ниях доказательство основывалось на неверном допущении, что 
прямая, имеющая с коивой только одну общую точку, есть ка- 
сательная к этой кризой. 

5. Из добавлений геперь выпушена имеющая только теоре- 
тическое значение глёва: „Освобождение уравнения от знаков 
радикала помощью неопределенных коэффициентов“. Она заме- 
нена теперь более вахными для курса алгебры главами: „Общие 
формулы решения суетемы двух уравнений первой степени“ 
(часть 2-я, 8 396 и след.), „Понятие о комплексных числах“ 
($ 400 и след.) и другами. 

6. К настоящему изданию изготовлены мною многочисленные 
упражнения и задачи, расположенные сообразно порядку 
следования параграфов текста книги. Упражнения к „Элемен- 
там алгебры“, ввиду вх значительного объема (более 1200 №№) 
выделены в особую кзижку под названием: Упражнения и 
задачи к „Элементам алгебры“. Упражнения же к „Эле. 
ментам анАлиза“ помещены в конце второй части. 


ОТДЕЛ ПЕРВЫЙ. 


ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ПОНЯТИЯ, 
Глава первая, 


Алгебраическое знакоположение. 


1. Употребление букв. а) Для выражения общих 
свойств чисел. Пусть мы желаем кратко выразить на Пись- 
ме, что произведение двух чисел не изменится, если мы поме- 
няем местами множимое со множителем. Тогда, обозначив одно 
число буквой а, а другое буквой 0, мы можем написать рз- 
венство; 


9х6 = Хе 
или короче: а ==Фа, условившись раз навсегда, что если между 
Двумя буквами, написанными рядом, не стоит никакого знака, 
То это значит, что между ними подразумевается знак умно- 
жения. 

Так поступают всегда, если желают выразнть, что некоторое 
свойство принадлежит не каким-нибудь отдельным чпелам, & 
веяким числам. 

Буквы для обозначения чисел берутся обыкновенно из латин* 
кого (или французского) алфавита. 

6) Для сокращенного выражения правила, по» 
Вредством которого можно решать задачи, сходные 
По условиям, но различающиеся только величиной данных чисел, 

оложим, напр., мы решаем задачу: найти 3°/, числа 520. Тогда 
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рассуждаем так: Так кок 18), какого-нибудь числа составлял 


1 
= этого чиела, то 


100 
2 
15/› числа 520 составляет 100 =5,2, 
520. 
& 30/5 „ » г 100 ж 3 —= 15,6. 


Решив несколько подобного рода задач, мы замечаем, что 
для нахождения процентов какого-нибудь числа достаточно раз- 
делить это число на 100 и результат умножить на число про- 
центов. Чтобы выразить ‘это наглядно, мы предложим задачу 
в Таком общем виде: найти р°/, числа а. 

Задачу решаем так: 


а 
1°/) числа а составляет —, 
Е 100 
[и2 
9 » „» ” 10 0 х р. 


Обозначив искомое число буквой т, мы можем написи!, 


равенство; 


а 
2 — 100 ХР, 


из которого прямо видно, как можно находить проценты от-ль-- 
бого данного числа, 

Цодобно этому, если мы желаем кратко выразить прави. 
умножения или деленуя дроби на дробь, „хы обозначаем дроби 


а с 
буквами; -р и Я и пишем равенства; 


а. е с а. с а 
ие 6 че: 


Заметим, что всякое равенство, выражающее посредством був 
ц знаков действий какое-нибудь предложение, касающееся чисе.., 
называется формулой. | 
- Укажем еще некоторые арифметические формулы. 
Если буквой » обозначим любое целое чиело, то произве- 
дение 2» выразит любое четное число. 
Так, если вместо п» будем подставлять целые числа: 1, 2, 
3, 4, ..., то произведение 21 дает; 2.1=2; 2.2==4;2.3==6, 
2. 4=з, ит. д, 
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Прп и целом сумма 2,1 выражает любое нечетное 
число; так, если п=0, 1, 2, 3, 4,..., то сумма 2п --1 даст: 
2.0--1==0--1=1; 2.1--1=24-1=3; 2.2--1=4--1==5, 
ит.д. 

Если в каком.нибудь двузначном числе на месте десятков 
стоит цифра а & на месте единиц цифра 6, то всех единиц 
в таком числе будет 10-5. Напр., в числе, у которого десят- 
ков 7, а простых единиц 9, всего единиц будет 10.1 9—=10- 
979. 

Равным образом, если в трехзначном чиеле на месте сотен 
стоит цифра а, на месте десятков — цифуафи на месте единиц — 
цифра с, то всех единиц в таком числе должно быть 1008 -- 
+ 106 - с. Напр., если в числе 3 сотни, 5 десятков и 8.единиц, 
то всего единиц оно содержит 100.3--10.5--8==358. 

Приведем еще некоторые формулы, известные из гео- 
метрии. 

Если основание и высоту прямоугольника измерим одной 
н той же линейной единицей и для основания получим число 
5, а для высоты — число 7, то площадь р этого прямоугольника, 
выраженная в соответствующих квадратных единицах, будет 
р=65%. 

Нри тех же обозначениях для треугольника получим фор- 
мулу р=1/.51, для трапеции р==1/, (6, --6,) 1, гдеф, иб, озна- 
чают числа, измеряющие в одной и той же единице оба основа- 
ния трапециц; для площади круга мы пишем формулу р=тА?, 
где В-—-радиус, п — отвлеченное число, означающее отношение 
длины окружности к ее диаметру (оно равно приблизительно 3,14); 


‚ 4 
для объема У шара применяется формула У "В ит. п. 


2. Алгебраическое выражение. Если несколько чисел, обозна- 
ченных буквами (или буквами и цифрами), соединены между 
собой посредством знаков, указывающих, какие действия надо 
произвести над чиелами, то такое обозначение называется алге- 
браическим выражением, Таковы, напр., осозначения: 


а © * . 
Тоо Х 2; ав; 2ж-1. 


Цля краткости речи мы часто будем, вместо „алгебраическое 
выражение“, говорить просто „выражение“. 

Вычислить какое-нибуль выражение для данных чиглен- 
ных значений букв значиг подогавить в него на место букв эти 


11 


численные значения и произвести все указанные в выражении 
действия; число, получившееся после этого, называется чиелен- 
ной величиной алгебраического выражения для данных чис- 
ленных значений букв. Так, численная величина выражения 


520, 
при р^=3 и а=520 равна 5 100 ^ 


3. Действия, рассматриваемые в алгебре, следующие: сложе- 
ние, вычитание, умноженне, деление, возвышение в степень и 
извлечение корня. Что такое первые четыре действия, известна 
пз арифметики. Пятое действие — возвышение в степень — пред- 
ставляет собой особый случай умножения, когда перемножаются 
несколько одинаковых сомножителей. Произведение таких сомно- 
жителей называется степенью, а число нх — показателем 
степени. Если какое-нибудь число берется сомножителем 2 раза, 
то произведение называется второй степенью; если какое- 
нибудь число берется сомножителем 3 раза, то произведение 
называется третьей степенью, н т. д. Так, вторая степень 
5 есть произведение 5Ж5, т. е. 25; третья степень 1/, есть 
произведение 1/, . 1), .1/,, т. е. 1/,, и т. п. Первою степенью 
числа принято называть само это число. 

Вторая степень называется иначе квадратом, а третья 
степень—кубом. Причина этих названий состоит в том, что 
произведение «жа выражает (в квадратных едпницах) площадь 
квадрата со стороною в а линейных единиц, \ произведение 
ажаха выражает (в кубических единицах) объем куба с реб- 
ром в а линейных единиц. 

Об извлечении корня мы пока говорить не будем, так как 
это действие в начале алгебры не рассматривается 1). 

4. Знаки, употребляемые в алгебре. Для обозначесия первых 
четырех действий в алгебре употребляются те же знаки, как 
и в арифметике, только знак умножения, как мы уже говорили, 
обыкновенно не пишется, если оба всомножителя, или один из 
вих, обозначены буквами. Напр., вместо аж (или вместо а. ь) 
пишут просто аб и вместо 3 Ха пишут 34. Как знак деления, 


1) Есть еще одно действие, рассматриваемое в алгебре, — нахождение $9 
гарифма; о нем тоже будет сказано зпоследствиц, 
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безразлично, употребляется или двоеточие (:), или черта (гори- 
зонтальная или наклонная), так, выражения: 


а:Ь, |, а/Ъ 


означают одно и то же, а именно, что число а делится на другое 
чнело 5. 

Возвышение в степень принято сокращенно выражать так: 
пишут число, которое требуется повторить сомножителем, а над 
ним, с правой стороны, ставят другое число — показатель сте- 
пенн, выражающий, сколько раз возвышаемое число должно быть 
повторено сомножителем. Так, 3% (читается: три в четвертой сте- 
пени) заменяет собою подробное обозначение: 3-3-3.3. Если 
при числе не стоит никакого показателя степени, то можно под- 
разумевать при нем показателем единицу; напр., а означает то 
же самое, что и а, так как первою степенью числа принято 
называть само это число. 

Равенство чисел обозначается знаком =, & неравенство или 
знаком >> (больше) или знаком < (меньше). Напр. если нз- 


писано 
27, 5-26; 5-2 10, 


то это значит: 5--2 равно 7; 5--2 больше 6; 512 меньше 10. 
Для указания порядка действий употребляются скобки; 
например, выражение: 


а! — [с + @— в) } 


показывает, что действия над числами а, В, с, 4ие должны 
быть выполнены в таком порядке: из 4 вычитается е, получен- 
ная разность прикладывается к с, полученная сумма вычитаетея 
изфи на эту разность умножается а; значит, сначала произво- 
лятея действия, указанные внутри малых скобок (), потом дей- 
отвия, указанные внутри ломаных скобок [|], затем действия, 
стоящие внутри фигурных скобок | }. 

Замечание. Для сокращения письма принято в некото- 
рых случаях скобки не ставить, а только подразумевать их. 
Папр., скобки не ставятся при обозначении последовательных 
сложений, вычитаний и умножений; так, 


вместо [(а-Н 5) в] + а пишута- В --е-- а; 
з [({<а——е-—а „аа; 
(ав) 4 „ 96а. 
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В этих случаях порядок действий указывается сачим выра- 
жением (слева направо). 


В некоторых других случаях также принято скобки опу- 
скать; мы (сб этом скажем тогда, когда представится надобность. 


5. Исторические сведения. В древние времена математики (главным обра- 
зом греческие, инлусские и арабские) очень мало пользовались математиче- 
скими знаками (символами) для обозначений действий над числами. Математи- 
чесьие предложения выражались большею частью словами и писа. ись 
посредством тех же письменных знаков, которые служили для выражения речи 
тообще. В ХУ-—ХУТ стоделиях стали появляться особые знаки действий и 
отношений. Раньше другях были введены знаки - и —, появившиеся впервые 
в рукописи великого итальянского живописца и архитектора „Теонардо да-Винчи, 
а затем и в печатной арифметике немецкого малематика Видмана (в 1489 г.). 
Знак умножения (Ж) был введен (в 1631 г.) английским математиком Оут- 
фежтоль. 

Для обозначения равенства введен был (в 1557 г.) апглийским алгебраистом 
Рехордол знак =; „иб>,— как писал он, никакие два предмета, ве могут быть 6б0- 
лее равными. чем две паразлельвые ликии одинакогой длины", ДругоВ англайский 
матеуатик Херриот ввел знаки > и < (в 1631 г.) и 1очку как знак у\ ножения. 

Знаменитым немецким математик м Лейбницем (в 1691 г.) впервые введен 
знак (:) для обозначения деления, которое раньше обозначалось чертою. 

Скобки () [] и {} встречаются впервые в трудах фламандского малема- 
тика Кирара (в 1629 г.). Величайший французский математик Х\] столетия 
Франциех Вьета вместо скобок употреблял черту, которую он ставил над выра- 
жением, рассматриваемым как одно целое. Он же стал упогреблять буквы для 


обозначения чисел (впервые буквы появились в работах немецкого монаха Иеро- 
хина Неморариуса в ХП столетии). 

Знаменитый французский философ и математик Рене Декарт в ХУИП сто- 
летии ввел в употребление для обозначения неизвестных чисел последние 
буквы алфавита и для обозначения данных чисел первые буквы алфавита. 

К началу ХУП века алгебраическое знавоположение доститзо овоего пол- 
ното развития и с тех пор почти не изменялось (лишь с разьитием вауки 
добавлены были некогорые новые обозначения), 


Глава вторая. 


Свойства первых четырех арифметических действий. 


6. Сложение. а) Возьмем сумму нескольких слагаемых, напр. 
т--3--2. Мы можем произволить сложение или в том порядке, 
в каком слагаемые написаны: 7--3=10; 10-|-2=12, или же 
можем переставить слагаемые, напр., так: з-|-2--7, и произ- 
вести сложение в этом порядке: 3--2==5; 5-Н7=19. Как бы 
мы ни изменяли порядок данных слагаемых, сумма их остается 
одна и та же, именно 12. 


ЧА 


Это свойство сложения Называется перёместительным, 
так как оно состоит в том, что сумма неё изменяется от пере. 
мещения слазаемых. 

Если обозначим слагаемые буквами а, В, с,..., то перемести- 
Тельное свойство сложения мы можем выразить такими равен- 


ствами: 


ао е--.. = са е-а- +... 


где ряд точек означает, что слагаемых может быть и более трех, 

.6) Возьмем ту же сумму 3--7--2. Вместо того, чтобы вы- 
числять ее так, как мы это делали сейчас, т. е. к первому сла- 
гаемому прибавить второе и к полученной сумме прибавить 
третье, мы можем взять из этой суммы какие угодно два сла- 
гаемые, напр. 7 и 2, сложить их: 7--2=9 и полученное чизло 
прибавить к первому слагаемому: 3-- 9=12. 

Свойство это называется сочетательным, так как опо 
состоит в том, что сумма не изменяется от соединения (от со- 
четания) каких-либо слааемых в одно число. 

В применении к трем слагаемым это свойство (в соединении 
с переместительным евойством) можно выразить такими равен- 
ствами: 


ао е=а-- фе) = (ао =е- (5), 


показывающими, что мы можем сложить какие-нибудь два чиела 
и затем их сумму сложить с третьим чиелом, 
в) Пусть требуется к числу 325 прибавить число 2143, т. е. 


прибавить сумму 200+ 40-3. Для этого можно к 325 прило- 
жить отдельно 200, потом 40, затем 3. Значит, чтобы к какому- 
нибудь числу приложить сумму, можно к этому числу прило- 
жить каждое слааемое отдельно одно за друим. Это можно 
выразить такою формулою: 


а -е--а-...) =аье-ча-.... 


Полезно вопомнить еще следующее свойство сложения: 

г) Если какое-нибудь слааемое увеличим (или уменьиим), то 
сумма увеличится (или уменьшится) и притом на столько же. 

7. Вычитание. а) Пусть из 849 надо вычесть 325, т, е. вы- 
честь сумму 300--20--5. Для этого можзо вычесть из 819 
отдельно 300, 20 и 5. Значит, что9ы из какого-нибудь числа вы- 
честь сумму, можно вычесть из этою числа каждое слалаемов 
отдельно 00но за дрилим. 
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Это свойство можно Выразить такою формулою! 
а— фе а--...) =а—6—е—а-—.... 


Полезно вспомнить еще следующие свойства вычитания, 
Так как уменьшаемое можно всегда рассматривать как сумму, 
а вычитаемое и остаток как слагаемые, то 

6) если увеличим (или уменыиим) уменъшаемое, то разность 
увеличится (чли уменыиится) и притом на столько же; 

в) если увеличым (чли уменыинм) вычитаемое, то разность 
уменьшится (или увеличится) в притом на столько же; 

г) если увелиечим (или уменьшим ) на одно в то же число 
уменьыжаемое в вычитаемое, то разность не изменится. 

8. Умножение. а) Умножение, как и сложение, обладает пере- 
местительным свойством, т. е. произведение не изменяется 
от перемещения сомножителей. 


Так; 
2°.5.7-—5.7.9.-=7.5.9=... 
3 1 1 3 _ 3 в __ 
42° 518. 
Вообще: 


абс —= ас = Басе ==фса ==... 


6) Так же, как и сложение, умножение обладает и сочета- 
тельным свойством: яроцзведение не изменится, если какие- 
либо сомножители будут заменены их произведением. 

Так, произведение 7.2.5 не изменится, если мы сомножн- 
тели 2 и 5 заменим их произведением, т.е. вхесто того, чтобы 
вычислять это произведение в том порядке, в каком написаны 
сомножители: 71-2.5=—14.5=70, станем вычислять его в по- 
рядке, указанном такими скобками 7- (2.5) =1.- 10=170. 4 

Действительно, произведение 7.2.5 означает, что 7 повто- 
ряется слагаемым 2 раза и полученная сумма повторяется за- 
тем слагаемым еще 5 раз; значит, произведение можно запи- 
сать так: 


аоканочнакорато-ча-э. 


Но вместо того, чтобы прибавлять сумму 7--7, мы может 
прибавить 7 и затем еще в другой раз 7; значит, написанная 
нами сумма должипа быть такая же, как п 


ттт Т, 
10 


вв. ома ЯолжиА равняттея ?. 10. В применённи к произведен! 8 
трех сомножителей сочетательное свойство (в соединении с по* 
реместительным) можно выразить такими равенствами: 


айс = и (16) == 6 (ав = ес (аъ. 


в) Пусть требуется умножить 526 на 3, другими словами, 
требуется умножить сумму 500 -|- 20--6 на 3. Для этого, как 
мы знаем, можно умножить на 3 отдельно каждое слагаемое и 
результаты сложить. Подобно этому, чтобы умножить сумму 
5 3/, 2 на 8, можно умножить на 8 отдельно 5, 3, из и ре- 
зультаты сложить: 


. 3 
6-34 2).8=5.8- 2 8-2. 8= 10-618 =-62. 
Точно так же, если требуется умножить разность на какое- 
нибудь число, то для этого можно умножить на это число от- 
дельно уменьшаемое и вычитаемое и из первого результата, 
вычесть второй. Например: 
' 


(12—10). 3=12.3—10.3=36—-20=0; 
Е 


2—4) 8.820 —6=11. 


или 


Таким образом, чтобы умножить сумму (или разность) на 
какое-нибудь число, можно умножить на это чиёло каждое сла- 
шемое отдельно (чли уменьшаемое и вычитаемое отдельно) и 
результаты сложить (или вычесть). 

Это свойство называется распределительным, так как 
действие умножения, производимое над суммою или разностью, 
распределяется на каждое данное чиело в отдельности. 


Распределительное свойство умножения можно наглядно 
ъяеснить геометрически так. 

Возьмем четыре отрезка прямой: один в а единиц длины, 
другой в 6, третий в си четвертый ву_таких жеединиц длины. 
Эатем построим прямоугольникйтьвалин с оснораннем, равным 
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в Ь- се, 1 другой @ обнованием а—6: высоту у того # у дру+ 
гого возьмем в 7” линейных единиц. Площадь первого прямо- 
угольника равна произведению (а-Нс}т, а второго — 
произведению (а—В)т. Из чертежа непосредствегно усматри- 
ваем, что первый прямоугольник есть сумма трех прямоуголтг- 
ников с площадями ат, бт и ст, а второй прямоугольник 
составляет разность двух прямоугольников с площадями аи и 
67п; следовательно: 


(@--5 1 © т=ат Ня ст и (@-— фт — 07 — бт. 


Так как произведение не меняется от перемены мест со- 
множителей, то написанные сейчас равенства можно перепн- 
сать так: 

т (ать- с) = та |+ тб -- те 
ы т(а——= та — тб, 
что можно высказать словами таким образом: чтобы умножить 
какое-нибудь число на сумму (или на разность), можно умно- 
жить это число на каждое слазаемое отдельно (или на уменъ- 
шаемое и вычитаемое отдельно) и результаты сложить (или 
вычесть). 

г) Пусть надо умножить 7 на 30, т. е. на произведение 3. 10. 
Для этого можно умножить 7 на 8 и полученный результат 


умножить на 10: 
7. (3.10) =7.3.10. 
Подобно этому 


н вообще: 
а (6) = афс; 


а (0с4) = афса, и т. п. 


Значит, чтобы умножить какое-нибудь число на произведение, 
можно умножить это чиело сначала на первый сомножитель, 
потом полученное произведение умножшинь на второй сомножи- 


тель, затем на третий и т. д. 

д) Пусть требуется умножить произведение 2 65 8 на 10. 
Для этого можно умножить на 10 какой-нибудь один сомножи- 
тель, оставив другие без изменения: 


(2.5.8) .10==(2.10).5.8==2. (5:10) 82.6. (8. 10); 
получим во всех случаях одно и то же чиело 800, 
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Вообще: (абс...) т = (ат) Вс ..==а(т)с...==... 

Значит, чтобы умножить произведение на какое-нибудь число, 
можно умножить на это число только один сомножитель, 
оставив все друзше без изменения. 

9. Деление. Деление можно рассматривать как такое дей- 
ствие (обратное умножению), посредством которого по данному 
произведению и одному из сомножителей отыскивается другой 
сомножитель. Поэтому правильность деления всегда можно по- 
верять умножением: если, умножив частное на делитель, полу- 
чим делимое, то деление сделано правильно. 


Напр., деление: 


2.5 4 2.5-4 
верно, так как 5475 = 5 а 5, ЧТО по сокращении на 4 и на 5 


ъ 
` 2 
дает делимое —— 


Полезно вспомнить, что деление на какое-нибудь число 
равносильно умножению на обратное число; так: 
2:4 1052 — 10 —_5 
у — Г 3 126. 


8 5 2” 

Из свойств деления укажем следующие; 

а) Чтобы разделить сумму (или разность) на какое-нибудь 
число, можно разделить на это число каждое сла.аемое (или 
уменьшаемое и вычитаемое) отдельно и результаты сложить 
(или вычесть). 

Так: 


О-В) 45-2 -5ь 
в чем можно убедиться поверкой 
(6--2-- 5) -4=20--8-- 91. 
Подобно этому: 


(30 —0,6) :3==10— 0,2. 


(а--ь-о: те 


т 
„а ь 
@—9: т т» 


Вообще: 


п 


в чем легко убедиться поверкой. 
2% 


Свойство это можно назвать распределительным свой- 


ством деления, 
6) Чтобы разделить какое-нибудь число на произведение, 


можно разделить это число сначала на первый сомножитель, 
потом результат разделить на второч сомножитель, затем на 
эпретна чт. д. 

Так; 


120: (2.5.3) =[(120 :2):5] :3 = (60 :5):8==12:3==4, 


ИЛИ 


$3.5\_[..3\ 5 _'40.5 _20_ 80 _ 
5) = (19:4): 54 15 = =16. 


Вообще: 
а: (са) =[(а:6) :];а, 


в чем можно убедиться поверкою. 

в) ЧИтобы разделить произведение на какое-нибудь число, 
можно разделилнь на это число какой-нибудь один сомножитель, 
оставив все драие без изменения. 

Так, чтобы разделить произведение 40.12.8 на 4, можно 
разделить на 4 один из сомножителей: 40 или 12, или 8: 


(40.12.8):4=.10.12.8=40.3.8=40.12.2. 


Во всех случаях получим одно и то же число 960. 


Вообще: 
...__ @ __ в __ с 
(фе) = ве =а 6 =9а-,, 


в чем можно убедиться поверкою. 

г) Укажем еще следующее важное свойство деления: 

Если делимое в делитель умножим (или разделим) на одно 
% 10 же число, то частное не изменится. 


Возьмем, напр., деление: 


н умножим делимое и делитель, положим, на 5; тогда получим 


новое частное; 
8.5 
(8.5): 3. = 


которое по сокращения его на 5 даст прежнее частное )/.. 
Возьмем еще пример на деление дробей; 


Умножим делимое и делитель, положим, на ?/,;; тогда полу- 


) : у ) | 
4 4 у 6 { ы 


которое, согласно правилам умножения н деления дробей, равно. 


3.2.5. 
4.156, 


.2, 
И 


2_ 6.7 
т— 5.2, 


3.2. (6-7) 
4.1.6.5 


что по сокращенни на 2 ин на 7 дает прежнее частное 3:6. 
Вообще, какие бы числа и, Ви ни были, всегда (а7) : (фи) = 
—=а:6, что можно написать и так; 


—_@. 
и ==--. 


Если частное не изменяется от умножения делимого н дели- 
теля на одно н то же число, то оно не изменяется и от деле- 
ния делимого и делителя на одно и то же чиело, так как деле- 
ние на какое-нибудь число равносильно умножению на обратное 
число. 

10. Замечание. Свойство, которое мы сейчас указали, обык- 
новенно в арифметике высказывается так: если увеличим (или 
уменьшим) делимое ш делитель в одинаковое число раз, то част- 
ное не изменится; значит, другими словами, этим выражалось, 
что частное не изменится, если мы умножим (или разделим) 
делимое и делитель на одно и то же целое число. Теперь 
мы видим, что оно не изменяется и от умножения (или деления) 
делимого и делителя на одно и то же какое угодно чиело, 
целое или дробное. 

11. Применения свойств действий. Указанными свойствами 
действий можно пользоваться: 

1) Для преобразования алгебраических вырз- 
жений, напр”: 

а) а 6 а- 2 ь--а--8. Пользуясь сочетательным свой- 
твом сложения, сгрупиируем слагаемые так: (ара 
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+60 - (2-8). Эту сумму короче можно написать так: 
(а. + %$.2)-| 10, что, пользуясь переместительным свойством 
умножения, можно переписать так; За +26 -| 10. 

6) «+ (6 а). Чтобы к числу а прибавить сумму (6 -Н а), 
достаточно к а прибавить 6 и затем еще а; получим а о-ра. 
Сгруппируем слагаемые так: (а--а) |5. Эту сумму можно на- 
писать короче: а- 2-6 и еще короче: 2а-- 6. 

в) а-(зхга). Чтобы умножить число а на произведение 
Зтха, достаточно а умножить на 3, полученный результат 
умножить на 5 и т. д. Получим аЗхтта. Пользуясь сочетатель- 
‘ным свойством умножения, сгруппируем сомножители так: 
З(аа) (хт). 

Это произведение можно короче написать: 397572, 

.Г) (542). 10. Чтобы умножить произведение на 10, цпоста- 
точно умножить на 10 один какой-нибудь сомножитель. Умно- 


Жим -- на 10; тогда получим 2ах. 


д) (а х—1).3. Согласно распрелелительному свойству 
умножения, получим: (а. 3) | (х.3)--(1. 3), что можно написать 
`так; за 32-3. 


9 
е) 2. Чтобы разделить произведение 946 на 3, достаточно 


разделить на 3 один сомпожитель 9; разделив, получим Зав. 

2) Для разъяснения некоторых свойств чисел. 
Пусть, напр., требуется разъяснить следующее свойство трех- 
значного чпсла: если к какому-нибудь трехзначному числу при- 
пишем справа то же самое трехзначное число, то полученное 
таким образом шестизначное число делится без остатка и 
на 7, и на 11, и на 13. Возьмем, напр., число 756; приписав 
к нему с правой сторопы 756, получим 156756. Число это де- 
лится на 7, на 11 и на 13: 


156 756 : 717—108 108; 756156: 11 —=63 796; 756 756: 13 =53212, 


Чтобы объяснить, почему это так, обозначим взятое трех- 
значпое число одною буквой а. Приписать к этому числу е пра- 
вой стороны такое же чнело — это все равио, что умножить а на 
1000 (т, е. приписать к а три нуля) и затем прибавить к полу- 
ченному произведепаю число а. 

Например: 

756756 —1756 000 -|- 756 =156 . 1000-|-- 756, 
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Таким образом, шестИзначное Число, Нолученнов указанным 
путем, должно быть равно сумме а.1000--а, что, очевидно, 
составляет а: 1001. Чтобы разделить это произведение на ка- 
кое-нибудь чиело, можно, как мы знаем, разделить на это чиело 
только один сомножитель 1001. Но число 1001 как раз равно 
произведению 7.11.13; значит, оно делится и на Т, и на 11, 
и на 13. Поэтому и все шестизначное число разделится и на 7, 
и на 11, и на 13. . 


Глава третья. 


Положительные и отрицательные числа (относительные 
числа). 


Р, Понятие о величинах, которые можно понимать 
в двух противоположных смыслах. 


12. Задача 1. Термометр в полночь показывал 2 градуса, 
а в полдень 5 градусов. На сколько градусов изменилась темпе- 
ратура от полуночи до полудня? 

В этой задаче условия выражены недостаточно полно: надо 
еще указать: 2 градуса тепла или 2 градуса холода показывал 
термометр в полночь, т.е. вершина ртутного столбика в термо- 
метре была в полночь на 2 деления выше или на 2 деления 
ниже той черты, на которой стоит 0°; подобные же указания 
должны быть сделаны и относительно температуры в полдень. 
Если и в полночь, и в полдень термометр указывал тепло, то 
температура за этот промежуток времени повысилась от 2 до 5 
градусов, значит, изменилась на 3 градуса; если же в полночь 
термометр указывал 2 градуса холода (ниже 0°), а в полдень 
5 градусов тепла (выше 65), то температура повысилась на 2-5, 
т.е, на 7 градусов. Могло случиться и так, что в полночь темпе- 
ратура была 2° холода и в полдень 5° тоже холода (тогда тем- 
ратура не повысилась, а понизилась на 3 градуса), или так, 
что в полдень температура была 2° тепла, а в полдень 5° хо- 
лода (тогда температура понизилась на 7 градусов). 

В этой задаче речь идет о величине, имеющей направле- 
вие; число градусов температуры можно отсчитывать вверх от 
нулевой черты термометра и вниз от нее. Принято температуру 
выше 0° (тепло) считать положительной и обозначать числом 
градусов со знаком --, а температуру виже 0° (холод) считать 


фтрицательной и обозначать числом #радусов в0` Знаком — [98 
будет недоразумения, если первое число брать совсем без знака). 

Выразим теперь нашу вадачу, примерно, так; термометр 
в полночь показывал — 2°, & в полдень -| 5°. На сколько гра- 
дусов изменилась температура от полуночи до полудня? В та- 
ком виде вадача получает вполне определенный ответ: темпе- 
ратура повысплась на 2-5, Т.е. на 7 градусов. 

Задача 2. Когда скорый поезд Октябрьской железной дороги 
(соединяющей Москву с Ленинградом) находился на расстоянии 
100 километров от станции Бологое (эта станция лежит приблп- 
зительно посредине между Москвой н Ленинградом), тогда пас- 
сажирский поезд этой дороги был на расстоянии 50 километров 
от Бологого. На каком расстоянии находились тогда эти два 
поезда друг от друга? 

В таком виде задача эта представляется не вполне опреде- 
ленной: в ней не оказано, находились ли поезда по одну сто- 
рону от Бологого, например в сторону по направлению к Ленин- 
граду, или жеони были по разным сторонам от Бологого. Если 
первое, то расстояние между поездами было, очевидно, 100 — 50, 
т.е. 50 километров, а если второе, то это расстояние было 
1001 50, т.е. 150 километров. Значит, для того, чтобы эта за- 
дача была определенною, недостаточно задать величину расстоя- 
ния поездов от Бологого, но еще нужно указать, в каком напра- 
влении эти расстояния надо считать от Бологого. 

Мы имеем здесь опять пример величины, в которой, кроме ее 
размера, можно расематривать еще направление, — это рас- 
стояние, очитаемое по какой-нибудь линии (напр. по железной 
дороге) от определенного на ней места (напр. от станции Бо- 
логое). Расстояние это можно считать пн в одном направлении 
(напр. к Москве), и в другом противоположном (напр. к Ленин- 
граду). Обыкновенные (арифметические) числа недостаточны для 
выражения и размера, и направления расстояний. Условимся 
в подобных случаях поступать так. 

Назовем какое-нибудь одно нз двух направлений Октябрь- 
ской дороги (напр. направление от Ленинграда к Москве) поло- 
жительным, а противоположное направление (от Москвы к Ленин. 
граду) — отрицательным; сообразно этому расстояния, ечитаемые 
в положительном направлении, будем называть положительными 
расстояниями, а расстояния, считаемые в отрицательном напра- 
влении, будем называть отрицательными. Первые будем выра- 
жать числами со знаком -|- (или вовсе без знака), а вторые — 


23 


числами со знаком —. Так, если поезд находится в месте, отетоя- 
щем на 100 километров от Бологого по направлению к Москве, 
то мы будем говорить, что его расстояние от Бологого равно 
-- 100 километрам (или просто 100 км); если же поезд находится, 
положим, на 50 км от Бологого по направлению к Ленинграду, 
то мы скажем, что его расстояние от Бологого равно --50 кило- 
метрам. Здесь знаки | и —, конечно, не означают действий 
сложения и вычитания, а только служат условно для обозначе- 
ния направлений. 

Выразим теперь нашу задачу так: когда курьерский (скорый) 
поезд Октябрьской железной дороги находилея от Бологого на 
расетоянии --100 км (или просто 190 ям), тогда пассажирский 
поезд этой дороги был от Ботогого на расстоянии —50 км. 
Как велико было тогда расотоянне между этими поездами? 


Ленинград 2-50 +10 .‚ "Москва 


= > се - --- — + 
Лассажирск. Бологое Курьерск. 
Черт. 2. 


Теперь задача выражена вполне точно, и ответ на нее полу- 
чается определенный (см. черт. 2, на котором стрелка указы- 
вает положительное направление дороги): поезда находились 
на расстоянии 100-50, т. е. 150 километров. 

13. Другие величины, которые можно понимать в двух про- 
тивоположных смыслах. Кроме величин, указанных в предыду- 
щих задачах, многие другие также имеют направление, т. е. они 
могут быть рассматриваемы в двух противоположных емыелах, 
Таковы, например: 


доход В протпвоположном смысле будет расход, 
выигрыш „ р „ „ проигрыш, 
прибыль » > , „ „ убыток, 
имущество „ „ „ „ долг ит. п. 


Если доход, выигрыш, прибыль, имущество... условимся счи- 
тать величинами положительными и выражать их числами со 
знаком -- (или без знака), то расход, проигрыш, убыток, долг... 
надо ечитать величинами того же рода, но отрицательными, и 
выражать их числами со знаком —; тогда можно говорить, что 
расход есть отрицательный доход, проигрыш есть отрицатель- 
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ный выигрыш и т. д. При таком соглашении понятны будут, 
напр., такие словесные выражения: жилищное товарищество 
получило дохода © квартир: в январе --200 руб., в феврале 
--150 руб., в марте —50 руб. (значит, в марте получился убы- 
ток 50 руб.); или такие: у старшего брата пмушества было на 
5000 руб., у среднего на 3000 руб., у младшего на —500 руб. 
(значит, у младшего брата не было имущества, 3 был долг 
В 500 руб.). 

Должно, однако, заметить, что на-ряду с указанными вели- 
чинами существует очень много других, в которых нельзя ука- 
зать „направления“; напр, нельзя понимать в двух противопо- 
ложных смыслах такие величины, как объем, площадь и мно- 
гие другне. 

14. Относительные числа. Числа, рассматриваемые в ариф- 
метике, служат для выражения таких величин, которых направ- 
ление не расематривается (когда, напр., интересуются знать 
только размер какого-нибудь расстояния, а не направления, по 
которому его надо считать). Чиела же, рассматриваемые в ал- 
ребре, служат для выражения размера величин и их направ- 
ления. Для этого величину, понимаемую в каком-нибудь одном 
смысле, выражают числом с предшествующим ему знаком -|, а 
ту же величину, понимаемую в противоположном смысле, выра- 
жают числом © предшествующим ему знаком —. 

Чнело с предшествующим ему знаком -|- (который, впрочем, 
может быть и опускаем} называется положительным; число 
с предшествующим ему знаком — называется отрицатель- 
ным, Так, -|- 10,--1/,,-- 0,3 положительные чиела, &— 8, — 5), 
— 3,25 отрицательные числа. К числам присоединяют еще 0 
(нуль), не относя его ни к положительным, ни к отрицательным, 
Выражения -|- 0, —9 и просто 0 считают равносильными. 

Числа положительные, отрицательные и нуль называются 
относительными числами в отличие от чисел обыкновенных 
(илнарифметических), которые не имеют перед собой ника- 
кого знака. 

Абесолютною величиною относительного числа назы- 
Рается это число, взятое без знака; так, абсолютная величина, 
числа —10 есть 10, абсолютная величина числа -|-5 есть 5. 

Два относительных числа считаются равными, если у них 
одинаковы абсолютные величины и знаки. 

15. Изображение чисел помощью отрезков прямой. Отрезком 
прямой (черт. 3) называется часль какой-нибудь прямой линии, 
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ограниченная с обеих сторон, напр., © одной стороны точкой 4, 
с другой точкой В. В каждом отрезке можно различать: во-пер- 
вых, длину его, во-вторых, направление, которое для данного 
отрезка может быть двоякое. Напр., во взятом нами отрезке 
можно различать направление 

или от точки 4 к точке В, А й В 
или, наоборот, от В к А. Еели “7” ———{--- 
мы расоматриваем взятый от- Черт. 3. 

резок в направлении от Ак В, 

то точку А мы будем называть началом отрезка, & точку В— 
его концом. 

Такими отрезками мы наглядно можем выражать относитель- 
ные числа следующим образом. Возьмем какую-нибудь прямую 
(напр. горизонтальную) и условимея, какое из двух направле- 
ний этой прямой считать положительным (черт. 4). Примем, напр., 
направление елева направо (указанное стрелкою) за положитель- 
ное, тогда противоположное направление — справа налево — мы 
будем считать отрицательным. Далее, примем какую-нибудь 
длину аб (изображенную на чертеже) за единицу длины. Пусть 
теперь дано какое-нибудь положительное число, напр. -|- 5,4, 


аг-чф 
С А В 


-А -3 -2 -1 0 п +1 +2 +3 +4 +5 +54 


Черт. 4. 


Возьмем на нашей прямой произвольную точку А и отложим 
вправо от нее 5,4 единиц длины, равных аб. Тогда получим 
отрезок -4В, длина которого равна 5,4 единицы и направление 
положительное. Этот отрезок и выразит нам наглядно число -| 5,4. 
Возьмем теперь какое-нибудь отрицательное число, напр. — 4. 
Чтобы изобразьгь его наглядно, отложим от той же точкн 4 влево 
4 единицы длины. Тогда получим отрезок АС, длина которо#о 
равна 4 единицам, а направление отрицательное; значит, этот 
отрезок выражает число — 4. 

Можно предотавить себе, что все относительные числа выра- 
жены направленными отрезками, отложенными на одной и той же 
прямой от одной и той же ее точки 4, принятой за начало отрез- 
ков. Тогда на той части прямой, которая расположена направо 
от 4, изобразится ряд положительных чисел, а на части прямой 
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расположенной влево от 4, изобразятся отрицательные числа. 
Число нуль выражается на этой прямой не отрезком, а одной 
точкой 4. Такая прямая чаето называется числовою прямою. 

Так как направление отрезков, выражающих чнела со зна- 
ком -, противоположно направлению отрезков, выражающих 
числа со знаком —, то и самые эти знаки принято называть 
противоположными знаками. Всякие два числа, как —- 3 
и — 3 1, и —1/, и т. п, у которых знаки противоположны, 
& абсолютные величины одинаковы, называются противопо- 
ложными числами. 

Рассмотрим теперь, как производятся различные действия 
над относительными числами. 


П. Сложение относительных чисел. 


16. Задача. Кооперативное товарищество получило прибылн 
в январе 300 руб., в феврале 250 руб. и в марте — 190 руб 
(значит, в марте был убыток 100 руб.). Сколько прибыли полу- 
чило товарищество за эти три месяца? 

Искомая прибыль, очевидно, составляет 300-250 — 100 = 
=—=450 руб. 

Можно сказать, что прибыль есть сумма трех относительных 
чисел: 300, |250 и — 100, разумел при этом, что 100 руб. 
убытка погашаются 100 руб. прибыли и, следовательно, умень- 
шают общую прибыль на 100 руб. 

Подобным образом можно складывать между собой и другие 
противоположные величины, напр. доход и расхол, выигрыш 
и проигрыш, имущество и долг и т. п. Особенность такового 
сложения состоит в Том, что две противоположные величины, 
имеющие одинаковую абсолютную величину, при сложении взаимно 
уничтожаются (дают в сумме нуль). 

17. Сложение двух чисел. Пусть требуется сложить два числа 
с одинаковыми знаками, напр. 3 и --5, или —3 и — 5. Это 
значит, что складываются величины одного п того же „направ- 
ления“: 3 руб. дохода с 5 руб. дохода, 3 руб. расхода с 5 руб. 
расхода, и т. п. Очевидно, что в первом случае получится 8 руб. 
дохода, во втором случае 8 руб. расхода. Значит: 


(ЕСН =-% (—3)-(—5)=— 8. 


Таким образом, чтобы сложить ова числа одинаковых знахов, 
надо сложить их абсолютные величины и оставить тот же знак. 
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Нусть требуетея сложить два числа с разными знаками, 
напр., (-Н5) и (—3), или (—5) и (-- 3). Это значит, что скла- 
дываются величины противоположного смысла: 5 руб. прибыли 
с 3 руб. убытка, или 5 руб. расхода с 3 руб. дохода, и пр. 
Очевидно, что в первом случае получится 2 руб. прибыли, 
% во втором 2 руб. расхода. Значит: 


(5) (3) ==- 2; (— 5) (+3) =— 2, 


Таким образом, чтобы сложать два числа разных знаков, надо 
найти разность их абсолютных величин и перед нею поставить 
нак тозю числа, у которозо абсо.ютная величина больше. 

Отбросив знак -- перед положительным числом, мы можем 
написанные сейчас равенства переписать короче: 


5 (—3)=2; —5-3-=—8, 


Замечания. а) Сумма двух противоположных чисел равна 
пу.гю. Так: 


(ЕЭС) =0; (—8)-Е (8) =0. 


Напр, если я продвинулся вперед на 3 шага, а затем ото- 
двинулся назад также на 3 шага, то в результате я не продви- 
нулся ни вперед, ни назад. 

6) Прибавить 0 к какому-нибудь числу или прибавить к 0 
какое-нибудь число — значит, очевидно, оставить это число без 
изменения. 

Так: 


(Зо 3; Оо (—5)=—5, 


18. Другое выражение правил сложения. Два правила ело- 
Жения, указанные нами, можно заменить двумя другими прави- 
лами, очень удобными для применения. 

а) Прибавить положительное число — значит прибавить ео 
абсолютную величину. 


"Так: 
(7) Е СЗ) = 10 и (+7) 3 ==17-3=10; 
(—7) 4 (+3) =—4 и (—7) + 3=-—7--3=-—4, 
6) Прибавить отрицательное число—значит отиять ею абсо- 
иютную величипу. - 
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Так: . 
(1) (— 10) =—3 и (--7) —10=7—10=— 8; 
(—7)-(—10)==—17 и (—7) —10=—1—10=— 17. 


Эти два правила можно сокращенно выразить такими фор- 
мулами двойных знаков: 


+ Са) =-а; {+ (—-а)=— а. 


19. Сложение трех и более чисел. Сиачала находят сумм 
двух первых слагаемых, к ней прибавляют третье елагаемое, 
ит. д, Пусть, напр., требуется найти сумму: 


(НЕ 8)-Н(— 5) (9 (3, 
которую можно короче выразить так: 
‚ В--(—5) (— 4) 3. 
Производим сложение в таком порядке: 
| 8 (—5)==3; З-+(—4)=—1; (—1--3==28. 


Впрочем, такого порядка нет надобности всегда придержи- 
ваться, как это будет видно из свойств суммы, которую мы 
вскоре укажем. ' 


Ш. Вычитание относительных чисел. 


20. Задача. Прибыль фабрики за 2 месяца, январь и фе- 
враль, составила а руб. Как велика была прибыль за один 
февраль, если известно, что за январь фабрика дала 6 руб. 
прибыли? 

Прибыль за два месяца составляет, конечно, сумму при- 
былей, полученных отдельно за каждый из этих месяцев. Это 
остается верным и тогда, когда прибыль за какой-нибудь месяц 
была отрицательная, т. е, когда эга прибыль была на самом 
деле убытком. Так, если прибыль за январь была -|-2000 руб., 
а за февраль —500 руб., то за эти два месяца вместе прибыль 
составляла сумму (--2000)--(— 500) =-- 1500 руб. Поэтому 
искомая прибыль за февраль должна быть таким числом (поло- 
жительным или отрицательным), которое, будучи сложено (по 
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правилам сложения относительных чисел) с прибылью за январь, 
составит в сумме прибыль за оба месяца. 

Таким образом, в нашей задаче дана сумма а и одно слагае- 
мое Б, а требуется отыскать другое слагаемое. Действие, по- 
средством которою по данной сумме и одному слечемому нахо- 
дится друлое слезаемое, называется вычитанием, безразлично, 
будут ли даны числа арифметические или относительные; при 
этом данная сумма называется уменьшаемым, данное сла- 
гаемое —вычитаемым, а искомое число — разностью (или 
остатком). Обозначив искомую разность в нашей, задаче буквой 
т, мы можем написать: 

х=а— 6. 


Из этого следует, что правильность вычитания мы всегда 
можем поверять сложением; найдя искомую разность, сложим 
ее с вычитаемым; если в сумме получим уменьшаемое, то вычи- 
тание сделано верно. 

21. Нахождение разности как одного из двух слагаемых. 
Найдем разность а—6 в следующих частных случаях: 

а) а=1000, $ =400. 


Тогда х=—1000 — 400 = 600 (поверка: 600 -+ 400 = 1000). 


6) а=1000, $=1000; значит, за 2 месяца январь и фе- 
враль, получилась такая же прибыль, как и за один январь. 
Это могло случиться только тогда, когда за февраль не было 
ни прибыли, ни убытка; другими словами, когда за февраль 
прибыль была 0 руб. 

Таким образом; 

$ == 1000 — 1000 =0 


(поверка: 1000 1-0 =1000). 


в) а=1000, Б—=1200; значит, за 2 месяца прибыль была 
меньше, чем за один январь, и меньше на 200 руб. Это могло 
случиться только тогда, когда февраль принес не прибыль, 
а убыток, и притом убыток в 200 руб.; другими словами, когда 
за февраль прибыль была — 200 руб. 

Таким образом: 


Я == 1000 — 1200 =— 200 
(поверка: (— 200) -+ 1200 == 1000). 
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В этом случае нам пришлось вычесть большее число (1200) 
из меньшего (из 1000). Такое вычитание было бы невозможно, 
если бы мы ограничивались арифметическими чнелами; для 
относительных же чисел вычитание всегда возможно, а именно: 
разность от вычитания большею числа из меньшею равна чз. 
бытку болицего числа над меньшим, взятому со знаком —. 


Так: 

1000 — 1200 = —200, потому что (— 200) -- 1200 = 1000; 
8—5, =— 27 /, ” „ (2) 5, =8; 
0—8 = — 8, "а „» (8) 8—0; ит. п. 

г) «а=1000, &=— 200; значит, за два месяца прибыль фаб. 


рики была 1000 руб., тогда как за один январь был убыток 
в 200 руб. Это могло произойти только тогда, когда размер при- 
были за февраль превосходил размер январского убытка на 
200 руб. 

Таким образом: 


т = 1000 — ( — 200) = 1000 -|- 200 == 1200 
(поверка: 1200 -Г. ( — 200) == 1000). 


д) “= — 100, [—=800, т. е. за январь и февраль вместе оыл 
убыток в 100 руб., тогда как за один январь была прибыль 
в 800 руб. Это могло быть, очевидно, только тогда, когда 
в феврале был убыток, размер которого превесходил размер 
прибыли за январь на 900 руб. 

Таким образом; 

— — 100 —800 = — 900 


(поверка: (— 900) -|-- 800 = — 100). 
е) а= — 100, ф = — 150, Т.е. за 2 месяца был убыток в 100 руб., 
а за один январь был убыток в 150 руб. Так как за два ме- 
сяца убыток оказался меньше, чем за один январь, то, значит, 
февраль принес прибыль, а именно: прибыль в 50 руб. 
Таким образом: 
х—(— 100) — (— 150) =50 
(поверка: 50 | (— 150) —= — 100). 


22. Правило вычитания. Из рассмотрения всех этих случаев 
вычитания мы можем вывести следующее правило; чтобы вы. 


За 


честь пакое-нибудь числ. достаточно к уменьиаемому приложить 
(по правилам сложения) число, противоположное вычитаемому. 
Так, мы сейчас видели (в случае г), что 


1000 —(— 200) =1202. 


Но то же самое число мы получаям, если вместо того, чтобы 
вычитать —200, к уменьшаемому 1000 приложим число, противо- 
половное вычнтаемому, т. е. число -- 200: 


1000 (209) = 1200. 
Точно так же мы видели (в случае е), что 
(— 100) —(—150)==50; 


но То же самое число мы получим, если к —100 приложим по 
правилу сложения чнело 150: 


(— 100) (-- 150) ==-- 50 =50. 


Подобно этому, и во всех других рассмотренных случаях 
вычитания действие это можно заменить сложением уменьша?) 
мого с числом, противоположным вычитаемому. 


Так: 
1) 1000 —400 = 600 и 1000 (— 400) =600; 
2) 1900 — 1000 =0 и 1000 (— 1000) =0; 
3) 1020 — 1200 —=—200 и 1000 (—1200) =-—-200; 
4) (—100) -- 800 -——900 п (— 100) -(— 300) = — 900. 


23. Формулы двойных знаков. Таким образом, соглаено дан- 
ному правилу, вычитание положительного числа -а можно за- 
менить прибавлением отрицательного числа —а, а вычитание 
отрицательного числа —а можно заменить прибавлением поло- 
жительного числа --а; это можно выразить такпми формулами 
Двойных знаков: 


и) == и; —(-—а)==-На. 


Эти формулы уподобляются тем формулам двойных знаков, 
Торые были указаны для сложения (3 18): 


= (ни) =--и; + (—а)=-— а; 
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24. Алгебраическая сумма и разность. Отиосительные чи‹ 1а 
дают возможность всякую разность представить в виде сум\ы, 
и наоборот, сумму изобразить в виде разности. Напр., разность 
1—3 может быть написана так: (--7) + (—3), или прош: 
1-1: (—3); сумма 4 -- 2 может быть изображена так: (-- 4) — (— 2), 
или проще: 4— (—2). 

Подобно этому всякое выражение, представляющее собой 
ряд последовательных сложений и вычитаний, может быть пред. 
ставлено в виде суммы. 

Например: 
20— 5-3 — 17—20 (— 5) 3-(— 7), 

Сумма, в которой слагаемые могут быть числами положи- 
тельными, отрицательными н равными нулю, принято называть 
азлгебраическою суммою, в отличие ее от арифметической 
суммы, в которой все слагаемые числа обыкновенные (арифмети- 


ческие). Равным образом разность называется алгебраиче- 
ской, если в ней уменьшаемое и вычитаемое числа относи- 


Тельные. 


ГИ. Главнейшие свойства сложения и вычитания относитель- 
ных чисел. 


25. Убедимся на примерах, что те свойства сложения и вы- 
читания арифметических чисел, которые мы указали для чисел 
арифметических ($3 6, 7), принадлежат также и числам относн- 
тельным: 

а) Переместительное свойство: симиа не изменяется 
от перемещения слазаемых. 

Например: 

(ИСУ) = 3 
(ИСО) Е СЕ) =; 
(Н-П (СЗ) =-Е3, ит. п. 


Если, напр., торговец, продав четыре предмета, получил при- 
были на одном из них 3 руб., на другом 5 руб., на третьем же 
имел убыток 4 руб. п на четвертом также убыгок 1 руб., то для 
него безразлично, в каком порядке следовали эти продажи: про- 
даны ли былин сначала те предметы, на которых получена при- 
быль, или как-нибудь иначе; при всяком порядке результат 
будет один пн тот же: после четырех продаж торговец получид 
прибыли 3 рубля. 
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6) Сочетательное свойство: сумма не изменится, если 
какие-нибудь слалаемые мы заменим их суммот. 
Так, при вычислении суммы: 


(—4) (ЭОС 5) =- 3, 


вместо того, чтобы производить сложение в том порядке, в ка- 
ком написаны слагаемые, мы можем какие-нибудь из них, напр. 
второе и третье, заменить их суммою, вычиелив ее предварн- 
тельно: (3) (—1)==-[ 2; тогда будем иметь: (— 4) -{ (- 2) -- 
4+(-1-5)=8, т, е. мы получим ту же сумму, как и прежде. 
Можно было бы какие-нибудь три слагаемые, напр. 2-е, 3-е и 
4-е, заменить их суммою: (--3)--(—1)-- (---5) =-- 7; тогда мы 
получим: (—4)--(--7) = 3, т. е. получим ту же сумму -[ 3. 

в) Чтобы к какому-нибудь числу прибавить сумму нескольких 
слааемых, можно к этому числу прибавить каждое слеичемов 
отдельно одно за друзим. 

Пусть, напр. требуетоя к числу 40 прибавить сумму 
20—-(—5) | (7), что можно выразить так; 


40 -| [20+ (—5)-- (+7). 
Мы можем сначала вычиелить присавляемую сумму: 
20-- (—5)=20—5==15; 15-4 (7) =15-7==-22 


Я затем полученное число -- 22 приложить к 40: 


ао (22) = -{ 92. 
Но вместо этого мы можем к 40 прибавить сначала первое 
слагаемое 20, потом второе слагаемое —5 и, наконец, третье 
слагаемое - т: 


40- 20==60; 60 -+-(—5)=55; 55 + (7) =-6 62. 


Окончательная сумма оказывается та же самая. 

г) Члнобы от како о-нибудь числа отнять сумму несколькилв 
слааемых, можно от этою числа отнять каждое слазаемое 
отдельно одно за друим. 

Пусть, напр, нам желательно из 20 вычесть сумму 
10--(—4)-(—3), что можно выразить так: 


20 — [10+ (—+) +(—3)]. 


се 
> 
[1% 
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Мы можем сначала вычислить отнимаемую сумму: 
10 (—4)=10 —1=6; 641 (—3)=6—8=3 
и затем полученное число отнять от 20: 


20 —3 == 17. 


Но вместо этого мы можем отнять от 20 спачала первое сла- 
гаемое 10, затем второе слагаемое —4 и, наконец, третье сла- 
гаемое — 3: 


20— 10 =10;10 —(—4)=10-Р4=1Е 14 —(— 3) = 14-31%, 


Мы получили то же самое число, как и прежде. 


У. Умножение относительных чисел. 


26. Определение. Как известно из арифметики, умножение на 
целое число есть действие, посредством которою множимое повто- 
ряется слаавмым столько раз, сколько едчниц в0 множитеие, 
а умножение на дробь есть действие, поередетоом которою нахо- 
дитея эта дробь от множимою. Оба эти определения вполне 
применимы и к умножению относительных чисел, когда множи 
тель есть положительное число; стоит только услевиться поло- 
жительное число рассматривать как обыкновенное арифметиче- 
ское, Напр., умножить —5 на--3 (или просто на 3) — значит по- 
вторить —5 слагаемым 3 раза (получим —15); умножить 0 на 
+-5 — зназит повторить число 0 слагаемым 5 раз (получим 9: 
умножить —12 на--3/ (или просто на 3/)) — значит найти 3, 
от—12 (получим —9). 

Умножение на отрицательное число мы условимея понимать 
в таком особом емыеле: умножить какое-нибудь множимое ни 
отрицательный множитель — значит умножить множимое ни 
абсолютную величину множителя 4 по. ученное произведение взять 
с протчвоположным знаком. Так, умножить —5 на —2 — значит 
умножить —3 на 2 (получим —6) и результат взять с противо- 
положным знаком (получим -|-6). 

27. Вывод правила умножения. Рассмотрим следующие че- 
тыре случая умножения: 


а) (-- 10) (--2); 6) (—10) (2); в) (+10) (—2);0) {—10)(— 2). 
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В первом случае надо 1-10 повторить слагаемым 32 раза, от 
чего получим -- 20; во втором случае надо —10 повторить сла- 
гаемым 2 раза, отчего получим — 20. В третьем н четвертом слу- 
чаях надо множимое умножить на 2 и результат взять с противо- 
положным знаком. Значит, в третьем случае получим — 20, а в 
четвертом -+ 20. Таким образом: 


(110) (2) =--20; вообще (-РКа) (ЕВ) == ав; 


{— 10) (2) =— 20; ” (—а) (0) =— аб; 
{ 10) (—2) = — 20; „ (а) (В) = — аб; 
(—10) (—2) = 20; „ {—а) (В) = чё. 


Правило. Чтобы найти произведение двух относительных 
чисел, надо перемножть их абсолютные величины и произведение 
взять со знаком - в том случае, кода перемножаемые числа 
имеют одинаковые знаки, и со знаком — в том влучае, кода они 
противоположны знаков. 

Часть этого правила, касающаяся знаков, носит название 
правила знаков; его обыкновенно выражают так: при умно- 
жении двух чисел одинаковые знаки дают -|-, а разные 
дают —. 

Можно также сказать, что от умножения на положительное 
число знак множимого не меняется, а при умножении на 
отрицательное число он изменяется на противопо- 
ложный. 

К указанным случаям умножения мы должны еще присоеди- 
нить тот случай, когда множимое или множитель будет нуль: 
произведение любого числа на нуль в произведение нуля на любое 
чнело принимается равным нулю. Так: (—3).0==0; (—5).0==0; 
0-(—4)=0, ит. п. 

28. Чтобы показать полезность данного выше правила умно- 
жения относительных чисел, рассмотрим следующую задачу. 

Задача. В полдень поезд Октябрьской железной дороги (соеди- 
няющий Ленинград с Москвою) проследовал через станцию 
Бологое (расположенную, приблизительно, посредине между 
Ленинградом и Москвою). Определить место, в котором нахо- 
дилея этот поезд в момент времени, отстоящий от полудня 
(того же дня) на Ё часов, если известно, что поезд двигался со 
скоростью © км в каждый чае (предполагается для простоты, 
что поезд двигался безостановочно). 

Положим, что в этой задаче буквы Ёи в означают какие-ни- 
будь арифметические числа (пусть, напр., скорсеть поезда была 
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40 км в час, а момент временл, в который требуется определить 
местонахождение поезда, отстоял от полудня на 3 Часа). Тогда 
в ответ на вопрос задачи мы только можем сказать, что в ука- 
занный момент времени поезд находился на таком расстоянии 
от Бологого, какое он может пройти в # часов, т.е. на расетоя- 
нии, равном эЁ км. Но мы не можем сказать, нужно ли эго рас- 
столние считать от Бологого по направлению к Москве или по 
направлению к Ленинграду, так как, во-первых, в задаче не 
указано, в каком направленипл двигалея поезд: от Ленинграда 
к Москве или от Москвы к Ленинграду, п, во-вторых, мы не 
знаем, идет ли речь о моменте времени, который был позже 
полудня на часов, или же о том моменте, который был раньше 
полудня на $ часов. Таким образом, наша задача, чтобы быть 
вполне определенной, должна распасться на следующие 4 от- 
дельные задачи: 

1} В полдень поезд, двигавшийея от Ленинграда к Москве со 
скоростью © км в час, проходил через станцию Бологое. Опре- 
делить местонахождение этого поезда через & часов после 
полудня. 

Тогда ответ будет таков: в указанный момент времени поезд 
находился на расстоянии % км от Бологого по направленню 
к Москве (черт. 5). 


Ленинград ИА Москва 


- - 
= - 
— = дд ————————————————ы—ы—м——ы—ы———ы—ыы—----- 


Бологое 


—— 


Черт. 5. 


2) В полцень поезд, двигавшийся от Моеквы к Ленннграду 
со скоростью ® вм в час, проследовал через станцию Бологое. 
Определить местонахождение этого поезда через # часов поеле 
полудня. 


Ленинграл ДА Москва 


--=--- 


^^ > 


Бологое 
«<_- 


Черт. 6. 


Ответ будет: на расстоянии г им от Бологого по направле- 
нию к Ленинграду (черт. 6). 
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3) В полдень поезд, двигавшийея от Ленинграда к Москяе 
со скоростью и км в час, проходил через станцию Бологое. 
Определить местонахождение этого поезда за & часов до полудня. 

Ответ: на расстоянии 1 км от Бологого по направленню 
к Ленинграду (черт. 7). 


Леминграл. от Москва 


к --- 


Черт. 7. 


4) В полдень поезд, двигавшийся от Москвы к Ленинграду 
со скоростью г км в час, проходил через станцию Бологое. Опре- 
делить местонахождение этого поезда за # часов до полудня. 

Ответ: на расстоянии т км от Бологого по направлению 
к Москве (черт. 8). 


Ленинград, ФТ Москва 
--—- ——ы—5——щЩщ——ы—ы—ы— >---ъ 
Бологое 
Черт. 8. 


Введение в алгебру отрицательных чисел и правил действий 
над ними позволяет эти четыре отдельные задачи выразить одною 
общею задачею и Дать для нее одно общее решение. Для этого 
предваригельчно условимся, во-первых, какое из двух возможных 
направлений пути (от Ленинграда к Москве, пли наоборот) ечи- 
тать за положительное и какое за отрицательное; и, во-вторых, 
пакой промежуток времени, следующий за полуднем или пред- 
шествующий ему, считать положительным и какой отрицатель- 
ным. Условимся, напр. скорость поезда при движении его от 
енинграда к Москве считать положительной, а скорость при 
обратном движении — от Москвы к Ленинграду — считать отри- 
цательной: таким образом, мы будем, напр., говорить: поезд дви- 
гался со скоростью --40 км в чае, или поезд двигалея со ско- 
ростью —35 км в Час, разумея при этом, что в первом случле 
ноезд шел от Ленинграда к Москве со скоростью 40 км в час, 
а во втором случае он шел от Москвы к Ленинграду со еко- 
роетью 35 им в чае. Далее, условимея считать положительными 
ьсе те промежутки времени, которые следуют за полуднем; 
нзпр., мы будем говорить, что момент времени, в который тре- 
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буется определить местонахождение поезда, отетоит от полудня 
на -|-1 Часа, или момент этот отетонт от полудня на — 3 часа, 
разумея при этом, что в первом случае момент времени надо 
считать позднее полудня на 4 часа, а во втором случае его 
падо брать раньше полудня на 3 часа. 

Допустим теперь, что в задаче нашей буквы Ёи г будут 
означать не числа арифметические, как мы прежде предпола- 
тали, а числа относительные; напр., Ё может означать в задаче 
и |4, и —3;0 может означать и +0, н —35, и другие отно- 
силельные числа. Тогда мы можем сказать, что задача наша 
включает в себе все четыре час1ные случая, указанные выше, п 
точным ответом на нее будет следующий общий ответ: 

в указанный момент временц расстояние 
поезда от Бологого равно 1 км, если под произве- 
дением 1 относительных чисел услоьимея разуметь про- 
изведение пх абсолютных величин, взятое со знаком плюе 
в том случае, когда оба сомножителя чиела положительные 
пли оба чиела отрицательные, и со знаком минус в том 
случае, когда один сомножитель чиело положительное, а дру- 
гой отрицательное. При этом условии наш общий ответ (ука- 
занвый выше) будет годен для всех частных елучаев. Денетви- 
ТТ ЛЬЬо;: 

1) Пусть буквы % и $ означают положительные чиела, напр. 
г-—=--10 и = 3. Эти задания означают, что поезд шел по 
направлению от Ленинграда к Москве со скоростью 40 им в час 
и что требуется определить местонахождение поезда в момент 
времени, бывший 3 часа после полудня. В этом случае искомое 
место лежит, как мы видели, на 120 км от Бологого по напра- 
влению к Москве (см. черт. 5). Значит, искомое расстояние равно 
—- 120 км. Но, согласно нашему условию, и произведение & 
в этом случае дает: (40) (--3) = -Р 120. Следовательно, искомое 
расстояние равно произведению 1 им. 

2) Пусть г отрицательное число, напр. —— 49, а & положитель- 
ное чиело, напр. |-3. Эти задания надо понимать в том емыелье, 
что поезд шел от Москвы к Ленинграду, п надо определить 
его место в момент, бывший 3 часа после полудня. Мы вндели, 
что тогда оно лежит на 1209 хи от Бологого, но направлению 
к Ленинграду (ем. черт. 6), т. е. иокомое расстояние равно 
—120 м. Но и произведение & в этом случае дает; 
(—40)(--3)=—120; значит, искомое равотояние равно 
ТЕ км. 
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3) Пусть © положительное число, напр. --40, а #Ё отрица- 
тельное число, напр. —3. Эги задания означают, что поезд шел 
от Ленинграда к Москве, и требуется определить его место 
в момент, бывший за 3 часа до полудня. Это место находитея 
на 120 ки от Бологого по направлению к Ленинграду (ем черт. 1), 
значит, искомое расстояние равно —120 км. Но и произведение 
"$ в этом случае дает: (--40) (—3)==—120; следовательно, 
искомое расстоявие равно 1# км. 

4) Пусть, наконец, и г, и $ означают отрицательные числа, 
напр. = —40, #-= —3. Эти задания означают, что поезд шел 
по направлению от Москвы к Лспинграду и что момент времени, 
в который требуетея определить местонахождение поезда, был 
за 3 часа до полудня. В этом случае, как мы видели, искомое 
место лежит на расстояний 120 км от Бологого по направлению 
к Москве (см. черт. 8), т. е. искомое расстояние равно --120 км. 
Но и произведение $ в этом случае дает: (—40) (—3)=- 120; 
значит, и теперь можно сказать, что нокомое расстояние 
равно гЁ км. 

29. Произведение трех и более чисел. Пусть требуется вычис- 
лить произведение: 


(2) (—1) (43) (—10) (—4 (5). 


Для этого умножим перрое чиело на второе, полученное прь - 
пзведение умножим на третье число, вновь полученное произ- 
ведение умножим на четвертое число и т. д.; 


(Е (= (—2) (+3) =—6; (—6) (—10) =+-60; 
(-- 60) (—4)==— 240; (—240) (—5)=-- 1200. 


Если бы перемножалиеь только одни положительные Числа, 
То знак окончательного произведения должен быть, конечно, |. 
Цо когда весе или некоторые сомножители отрицательные, то 
произведение окажется со знаком | в том случае, когда чиело 
отрицательных сомножителей четное, и со знаком — в том 


случае, когда число таких сомножителей нечетное. Так: 


1 отрицат. сомножитель 2 отрицат. сомножителя 
(2) (—1) (3) ==— 6; (2) (—1) (3) (— 10) =-- 60, 
3 отрицат, сомножителя 
(2) (—1) (+3) (— 10) (—4) = — 2%, ит. д. 
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Причина этого заключается в том, что каждый раз, как нам 
приходится умножать на отрицательное число, знак мнежнимого 
переменяется, а когда приходится умножать на Положительное 
число, он остается без изменения. 


У1. Деление относительных чисел. 


30. Определение. Деление относительных чисел (как п аи ф- 
метических) веть денствие (обратное умножению), посредством 
которою по данному пуочзвейению двух сомножителей и одному 
из этих сомножителеи отыскиваестся друюй. Так, разделить 
+10 на —2 — значит найти такое число „, чтобы произведение 
(—2)т или, все равно, произведение т(—2) равнялось -|- 10; 
такое число есть, н только одно, именно —5, так как произведе- 
нне —5 на —2 равно --10, а произведение какого-нибудь иного 
числа на —2 не может составить -- 10. 

Из этого определения следует, что правильность деления 
можно поверять умножением; именно, если, умножив частное на 
делитель, мы получим делимое, то действие сделано верно. 

31. Вывод правила деления. Расемотрим следующие при- 
меры деления относительных чисел: 


(10): (|2) =-5, потому что (--2) (+5) =-|- 10; 


{—10):(—2) == 5, з ” (—2) (5) =— 10; 
(— 10): (-2)=—5, „ „ (2) (—5) = — 10; 
(-- 10): (—2)=—5, » „» (2) (5) = 10. 


Из этих примеров вызодим правило: чтобы разделить одно 
Число на другое, надо разделить абсолютную величину делимою 
на абсолютную величину делителя и результат взять со зна- 
ком --, когда оба данные числа имеют одинаковые знаки, и со 
знаком —, кода они имеют разные знаки 

Таким образом, правило знаков при делении остается то же 
самое, что и при умножении. 

32. Другое правило деления. Из арифметики мы знаем, что 
деление равносильно умножению на число, обратное делителю. 
То же самое мы можем сказать и о делении относительных чи- 
сел, если условимся числом, обратным данному относительному 
числу а, называть такое число, которое получается от деления 
+1 на а. Действительно: 


(— 10): (--5)=—2 и (—10. (+5)=-5=-8; 
(—140):(—8)=-5 нп (—40. (-5) == 5. 
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33. Случаи, когда делимое или делитель равны нулю. 

а) Пусть требуетея разделить 9 на какое-нибудь число, 
папр. на -- 10. Это значит, что требуется найти такое число, 
которое надо умножить на --10, чтобы получить в произведе- 
нии 0. Такое число есть 0 и Только 0, так как 0. (--10)==0, 
а произведение какого-нибудь другого числа, не нуля, на -- 10 
пе может, очевидно, равняться 0. Подобным образом находим; 


0:(—2)=0, потому что (—2).0==0; 


3 3 
9:1 =0, „ » 4 . 0—0, ИТ. п. 


Значит, если делимое равно нулю, а делитель не равен нулю, 
‘по частное должно быть нуль. 


6) Положим теперь, что делитель будет 0, а делимое какое- 
нибудь другое число, напр. (|5):0. Это значит, что требуется 
найти такое число, которое надо умножить на 0, чтобы полу- 
чить -- 5, Но какое бы число мы ни умножали на 0, мы всегда по- 
лучим 0, а не число --5; значит, частное (--5).0 не может 
равняться никакому числу. Подобно этому невозможны деления: 


(—5):0;, (--0,8):0; (— 7.26) :0, ит. п, 


Вообще, есль делитель равен нулю, а делимое не равно нулю, 
по деление невозможно. 


в) Возьмем, наконец, такой случай, когда и делимое равно 
нулю и делитель равен нулю: 


0:0 =? 


В этом случае частное может равняться любому числу, 
так как всякое число, умноженное на нуль, дает в произведенаи 
также нуль. 


УП. Некоторые свойства умножения и деления. 


34. Убедимся на примерах, что те свойства умноже- 
ния и деления, которые мы указали для чисел арифме- 
тических (883 8 и 9), принадлежат также к числам отноеи- 
тельным. 

а) Переместительное свойство: эроизведение не из- 
меняется при изменении порядка сомножителей. 
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Возьмем сначала примеры умножения только двух чисел. 


= в У =+!10; 
(—-59 (42 =—0 я (+2(-9=-10; 


9-8 * СОСО и т 


Свойство это применимо и к тому случаю, когда какой- 
нибудь сомножитель есть 0, если примем, что произведение равно 
нулю, когда какой-нибудь сомножитель есть нуль. Тогда 

0-(-- 3) =0 и (+ 3)-0=0; 0.(—5) =0 и (—5).0=0. 

Возьмем теперь произведение, состоящее более чем из двух 

сомножителей, например такое: 


(— 2) (—-5) (Е 3). 


Абсолютная величина этого произведения равна 2.5.3, 
знак же окажется -- или —, смотря по тому, четное или нечет- 
ное число отрицательных сомножителей (в нашем примере знак 
будет --). Если мы переставим сомножителн, например, так; 


ЗС С 2), 


то получим новое произведение, у которого абсолютная величина, 
равна 3.5.2, а зпак будет -- или —, смотря по тому, четное 
или нечетное число будет отрицательных сомножителей, Но 
3-5.2=2.5.3 (по переместительному свсйству умножения ариф- 
метических чисел), и число отрицательных еомножителей, оче- 
видно, остаетея то же самое, что и прежде; значит, у обоих 
произведений абсолютная величина будет одна и та же н знаки 
одинаковы; поэтому: 


(— 2) (—5) СЕ 3) =( 3) (—5) (2). 


6) Сочетателеное свойство: произведение не изменится, 
если какце-либо из сомножителей бубут заменены их произ- 
ведением. 

Так, вместо того, чтобы производить умножение (— 5) (-- 3) (—2) 
в том порядке, в каком написаны сомножители: 


(—5) (+9)=—1; С са=- 50, 


мы можем взять любые два сомножителя, например {3 н — 2, 
и заменить их произведением, т. е. числом — 6, и потом умпо- 
жить на это число третий сомножитель: (— 5) (— 6) =-| 30. Та- 


ким образом: 
(— 5) (- 3) (< 2) =(— 5) [С 3) (2). 


в) Чтобы умножить какое-нибудь число нз  произзеде- 
ние,` можно умножить это число на первый сомножитель, 
полученное произведение умножить на второй сомножитель 
#2. 9. 

"чк, чтобы умножить -- 10 на произведение (— 2) (-|- 3), мы 
можем спачала вычислить ото произведение (оно равно — 6) н 
затем на него умножить -- 10 (получим — 60); но можем умно- 
жить -- 10 сначала на --2 (получим —20) и затем полученное 
произведение умножить на --3 (получим — 60). Таким образом; 


(Е 10) [(—2) (+ 3)] = (+ 10) (— 2) С-3). 
Вообще: 
а ($6) = чёс. 


г) Члюбы разделить ка ов-нибудь число на произведение, можно 
раздолить это число па первый сомножитель, полученное частчос 
разделить на второй сомножнтель, это частное разделить на 
третий сомножитель, и т. 9. 

Так, ч1обы разделить — 40 на произведение (--5) (—2), можно 
сначала найти это произведение (оно равно —10) и затем раз- 
делить — 40 на полученное число (получим -- 4); но можно раз- 
делить — 40 сначала на --5 (получим — 8), а затем полученное 
число разделить на —2 (получим -- 4). Таким образом: 


у (— 10): {- 5) (— 2)] = в) С- 2). 
Вообще: 
а: (6) = (а:%):с. 


д) Распределительное свойство: чтобы умножить 
(или разделить) алебраическую сумму ма какое-нибудь число, 
можно умножить (или разделить) на это чиело каждое слазас- 
мое отдельно 4 результаты сложить. 

Пусть, например, падо сумму (--8) - (—2)-- (—3) умножить 
на — 10. Вместо того, чтобы сначала вычислить эту сумму (она 
равна --3) и потом ее умножить на — 10 (получим — 30), мы 
можем умножить на — 10 каждое слагаемое отдельно и потом 
полученные числа сложить: 


(8) <-10=—80; (—2)(—10=--20; (—3)(-—- 0) = 30; 
— 80-1 20| 80 = — 30. 


Вообще: 
(«Ро от=ат от ап 
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е) Покажем еще, что если делимое в делитель умножим 
(или разделиьм) на одно ц то же чиело, то частное не изме- 


нител. 
Как мы видели прежде (3 9, г) равенство 


верно для всяких чисел арифметических, как делых, таг 
и дробных. Теперь мы проверим, что это равенство остается 
верным и тогда, когда все или некоторые буквы а, ри т будут 


означать числа отрицательные. 
Возьмем какой-нибудь пример деления: 


5:0,3 

н умножим делимое ин делитель, положпм, на 31/,. От этого част 
ное не изменится, так как все числа арифметические, и потому 
мы можем написать равенство: 

5 5:30. 

0,8  б8-ил 

Пусть теперь в этом равенстве какое-нибудь чнело сделается 

отрицательным; пусть, например, вместо 5 будет —5: 


25 —— 5.31), 
0,8 — 08-31; 


Поеле такой перемены равенство все-таки осталось верным, 
так как теперь оба частные сделались отрицательными, а абсо- 
лютные величины их остались прежнпе. Заменим еще какое- 
нибудь другое арифметическое число отрицательным; например, 
вместо 31/, возьмем — 31/,: 

=5 _—5. (31%) 
0,8 `` 08—38)’ 

Равенство все-таки осталось верным, так как абсолютные 

величины обоих частных не изменились и оба они отрицатель- 


ные числа. 
Так же легко проверить, что равенство остзется верным нц 


тогда, когда третье число сделаем отрицательным. 
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Значит, какие бы положительные или отрицательные числа 
под бунвали а, би № мы ни разумели, равенство 


а __ ат 


$ ъъ 
остается всегда верным, 


Частное не изменится также и от деления делимого и делн- 
геля на одно и то же число, так как деление равносильно умно- 
жению на обратное число. 

Заметим, однако, что число, на которое мы умножаем (или 


делим) делимое и делитель, не должно быть нулем. Например, 
равенство: 
2. 


> 


©5] к> 
© 
© 


неверно так как правая часть этого равенства равна частному 
0:0. а это частное может равняться воякому числу, тогда как 
2/, есть определенное число. 


Глава четвертая. 
Понятие об уравнении. 


35. Равенства и их свойства. Два числа или два алгебраиче- 
оких выражения, соеданенные между собой знаком ==, соста- 
вляют равенство. Числа эти, или выражения, называются ча. 
стями равенства; то, что стоит налево от знака —, составляет 
левую часть, а то, что стоит направо от этого знака, соста- 
вляет правую часть. Например, в равенстве: 


ара фа-=а-3 


левая часть есть сумма а-ра-а, а правая — произведение а.3. 

Обозначив каждую часть равенства одною буквою, мы можем 
гльвнейшие свойства равенства выразить так: 

а) Если «=, тои {==а, т.е. части равенства мы можем 
менять местами. Если, например, а Ре =а-- < о, тон 
а-- (6 о —=а-Ь-с. 

6) Если а и ф—<, то и а==е, т. е. если два числа равны 
каждое одному и тому же третьему числу, то они равны ц 
между собой. 


Например: 
42—16; 16—8.2; следовательно, 4? =3-9. 
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в) Если (= и т какое угодно число, то а-|- = мл и 
а—т==Ь—, т.е. если к равным числам прибавим ил от них 
вычтем одно в то же число, то равенство не наруиится. На- 
пример, если ч--В==с, то, отняв от обенх частей по Ь, получим 
а=е— 6; или если х —2—8, то, прибавив по 2, найдем: #==8 -|- 

2 —: 10. 

у Ь 
и == Т. ©. если равные числя 


умножим или разделим на одно и то же чиезо, но равенст?о 


г) Если а=Ь, то ат==йи и 


ие нарушится. Например, если 5=3, то, умножив обе части 


равенства на 2, получим равенство: х=6; или, если 2т==14, 
то, разделив обе части на 2, найдем: х==7. 

Полезно обратить впимание на то, что умножение ии 9еае- 
ице обеих частей равенства на —1 равносильно перемене знч- 
ков перед частями разенетва. 'Гак, если обе части равенства. 
—9=——5 умножить на — 1, то получим: х=5. 

36. Тождество. Два алгебраических выражения называются 
тождественными, еслн при всяких численных значениях 
входящих в них букв они имеют одну и ту же численную ве- 
личину. Таковы, например, выражения: 


ав и ва; а фо иатёь с. 


Если в каком-нибудь равенстве обе его части составляют 
тождественные алгебраические выражения, то такое равенство 
называется тождеством. Таково, например, равенство: 


асе =а + 6-0. 


Тождеством называется также и такое равенство, в которое 
входят только числа, выраженные цифрами, если обе его части, 
по выполнении всех действий, указанных в них, дают одно 
Н то же число; например: 


(40.5):8 == 52, 


37. Уравнение. Положим, мы желаем решить такую задачу: 
сколько сторон должно быть в выпуклом многоугольнике, чтобы 
сумма всех его внутренних углов равнялась 10 прямым углам? 

Обозначим буквою х неизвестное число сторон выпуклого 
многоугольника. Тогда сумма внутренних углов его в градусах 
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выразится, как мы знаем из геометрии 1), формулой 1809 (5 — 2). 
По условию задачи формула эта дольна дать 10 прямых углов, 
т.е. 900°; значит: 

\ 180 (5—2) =900. 

\ 

Это равенство нельзя назвать тождеством, так как выраже- 
ния 180 (+ —2) и 900 нмеют одинаковую чиесленную величину 
не при всяком численном значении буквы т. 

Если обе части равенства, содержащего одну или несколько 
букв, имеют одинаковую численную величину не при всякпх 
численных значениях этих букв, то оно называется уравне- 
нием, а числа, обозначенные этими буквами, называются не- 
известными (чвелами) уравнения. Эти буквы обыкновенно 
берутся из последних букв лалинекого алфавита (г, у, =,,..). 
Равенство, написанное нами сейчас согласно условию задачи, 
есть уравнение с одним неизвестным х. 

Очевидно, чго наша задача будет решена, если мы решим 
уравнение: 

180 (х — 2) = 900, 


т. е. если мы найдем, какое число падо подставить вместо т, 
чтобы произведение 150(5 —2) сделалось равным числу 900; 
другими словами, какое число надо подставить вместо х, чтобы 
уравнение обратилось в очевидное тождество (900 ==900). Для 
этого преобразуем уравненве таким образом: разделим обе его 
части на 180, от чего равенство не нарушится. Тогда в левой 
части мы получим х—2 1), а в правой — число 5. Значит: 


$— 2—5. 


Теперь приложим к обеим частям полученного уравнения 
по 2, отчего равенство опять-таки не нарушится. Тогда в левой 


+) Из геометрии известно, что во всяком выпуклом многоугольнике сумма 
внутренних углов равна 24 (двум прямым углам), по- 
вторенным столько раз, сколько в многоугольнике сто- 
рон без двух. Так, как видно из чертежа 9, сумма 
внутренних углов 6 угольника рана 24, п.вторенным 
4 раза (4—6 — 2). 

2) В произведении 1'0(% —2) число 18) есть миожи- 
мсеа 2—-2 множитель; если же мы разделим произведе- 
ние на множимое, то получим множитель, Черт. 9. 
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части мы получим х— 2-22, т, е. 2, & В правой части будет 
5--2, т. е. 7, Значит” 


И, действительно, при х==17 левая часть уравнения будет 
180 (7—2), т. е. 180.5, что составит 900: ни уравнение обратится 
в очевидное тождество: 900==900. Таким образом, покомый 
многоугольник должен быть семнугольник 1). 

Число 7, найденное нами для т, называется корнем урав- 
нения или его решением; о таком числе принято говорить, 
что оно удовлетворяет уравнению, т. е. обращает его в оче- 
видное тождество. 

Найти корень уравнения — значит решить уравнение. 

38. Примеры решения других уравнений. а) х-- 7=9. Отняв 
от обеих частей уравнения по 7, найдем: х=2. 

6) 15=18—т. Прибавив к обеим частям по х, получим 
15 - т==18. Теперь отнимем по 15, тогда найдем: х=:3. 

в) 47—42 — 21. Прибавив по 2т, получим 6х ==4?. Разделив 
обе части на 6, найдем: х==Т. 

Г) 31—51 — 40; 35 40=5.; 40—51 —З1==2.1; 20 =; т==20. 
1; получим 9. 

Умножим обе части на 5; 35-45; разделим на 3; х==15. 

39. Два основные свойства уравнения. Из приведенных при- 
меров видно, что при решении уравнений можно пользоваться 
следующими двумя свойствами ?): 

а) К обеим частям уразнения можно прибавить, али от них 
отнять, по одному в тому же ние. цу. 

6) Обе части уравнения можно умножить цли разделить на 
одно и то же число. 

40. Члены уравнения, Условимся называть членами урав- 
нения те чиела (или те выражения), которые стоят в уравнении 


д) 1552. Прибавим по 


‹) Заметим, что наше уравнение можно было бы решить, основываясь 
не на свойствах равенства, а на свойствах действий, Так, заметив, что в урав- 
нении 180 (х — 2) ==900 чиезо 180 есь мпожимое, чисао се —2 множитель, 
а 900 произведение, мы можем найти эножитель: он равен произведению, дс- 
ленному на множимое, т. е. равен 902:;180, что сосгавляет 5 Тогда получим: 
ж—2-—5. Теперь видим, что х есть уменьшаемое, 2 вычитаемое, а 5 оста- 
ток. Но уменьшаемое равно вызитаемому, сложенному с остатком, значит; 
е=2-5-—7. 

*) Позже мы ознакомиимся с этими свойствами более подробно (сы 
88 120 —124). 
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со знаком --, или со знаком —, или совсем без знака. Так, в ураз- 
нении 41—9=—2--9 в левой части есть два члена: 45 и --—9, 
тв правой части также два члена: хи -- 9. Если перед членамн 
не стоят никакого знака, то мы условимся подразумевать перед 
такими членами знак —. Так, в нашем уравнении в левой части 
есть член 4, перед которым можно подразумевать знак --; рав- 
ным образом и перед членом х в правой части. 

Заметим, что надо различать выражения: „члены уравнения“ 
И „части уравнения“; в каждом уравнении есть только 2 чаети 
(левая и правая), тогда как членов может быть в каждой части 
несколько. 

41. Перенесение членов уравнения. Полезно теперь же за- 
метить, что при решении уравненай мы можем перенести любой 
член уравнения из одной части уравнения в другую часть, только 
переменив перед таким членом знак на противоположный, Тзк, 
решая уравнение: 

4% - 9=%-, . 


мы прибавили к обеим частям его по 9; от этого в левой части 
член —9 уничтожилея, а в правой части получилось д 9-9. 
Таким образом член —9 из левой части перешел в правую, 


но знак его переменился из — на --. После этого перенесения 
уравнение сделалось таким: 


4х = --9-- 9. 


Теперь мы отнимаем от обепх частей уравнения по <; от 
этого в правой части член 1 уничтожается, а в левой получается 
4х — 1, и уравнение делается: 


47 —2=9--59. 


Таким образом, член т перешел из правой части в левую, но 
знак его при этом переменился из подразумеваемого -- на — 1). 


+) Перэнесение членов уравнения из одной части в другую послужило 
причиной введения слова „азгебрл“. Эго слово в первый раз встречается в со- 
чинения арабского астронома Мухаммеда Альхуаризми (жившего 
в [Хо оске) Сочинение его бьяло озатлавлено „Альджебр-уальмука- 
бала“, что означает: „восстановление и противоположение“. Под „восста- 
новленпем“ разумелось уничтожение в уравн‘ниях членов, перед которыми 
стоит звак —, посредством прибавдения к обеим частям уравнения одного 
и того же числа, равного вычитаемому члену; а под „противоположением“ 
разумелось уничтожение членов, перед которыми стоит знак --, посредством 


отнятия от обеих частей уравнения одного и того же числа, равного уничто- 
жаемому члену. 
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Поступая так, мы всегда можем перенести все члены, со- 
держашие неизвестное, в одву часть уравнения (напр. в левую), 
а все остальные члены перенести в другую часть уравнения. 
Так, в нашем примере мы получим: 4х — #=9 +9, т.е. Зе == 18 


и, следовательно, #—=6. 
Замечания, 1) Введение в алгеору отрицательных чись ‚ 


позволяет нам, перенося члены уравнения из одной его части 
в’ другую, не стесняться вычитанием большего числа из мен- 
шего, Напр., в уравнении: 

47 -- 10==9.х — 15, 


мы можем член 9г перепести в левую часть, а Член | 11 


в правую: 


“= — 25. 


41 — 9Эл— — 15—10, т.е. —52 


Но если —57=—=—25, то Бр==25 (если два отрицательных 
числа равны между собой, то их абсолютные величины должны 
быть равны) 1), п, следовательно, 2 ==5. 

Можем и не освобождаться от знаков —, а прямо разделить 


обе части уравнения на — 5: 


5—0 
=5 НЕ; г=5. 
. 2) Нет надобноети переносить вое члены, содержащие не- 
известное, непременно в левую часть уравнения; их можно пере- 
нести и в правую часть, а известные члены в левую, напр., 


во взятом нами примере мы можем перенести 4х впрзво, а — 15 


влево: 
10- 15—95 — 445; 25==51; 5 =41; следовательно, х==5. 


*) Можно также сказать: умножим обе части равенства — 5х = — 25 ва — 1; 
тогда ползучим: 5х — 25, 
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ОТДЕЛ ВТОРОЙ, 


ТОЖДЕСТВЕННЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 
(ПЕРВЫЕ ЧЕТЫРЕ АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ДЕЙСТВИЯ). 


Глава первая. 


Многочлен и одночлен, 


42. Многочлен и одночлен, Алгебранческое выражение, со- 
ставленное из нескольких других выражений, соединенных 
между собою знаками -|-- илн —, называется многочленом, 
Таково, напр, выражение: 


ф-— аи 1о1" 7”. 


Отдельные выражения, от соединения которых знаками -- 
илн — получился многочлен, называются его членами, Обык- 
новенно члены многочлена рассматриваются вместе с теми 
знаками, которые стоят перед ними; напр., говорят: член — а, 
член -- (ит. п. Перед первым членом, если перед ним не по- 
ставлено никакого знака, можно подразумевать знак --; так, 
в нашем примере первый член есть иф или -{ ав. 

Выражение, состоящее только из одного члена, называется 
одночленом, из Двух членов-—двучленом, пз трех — 
трехчленом и т. п. Одночлен представляет собой или отдель- 


ное число, выраженное буквой или цифрами (напр. —и, 10), 
. и—в 

нли произведение (напр. 46), ‘или чаотное (вапр. "_) ИЛИ 

степень (напр. 67); но одночлен не должен представлять собою 

ни сумму, ни разность, так как в противном случае это был бы 


двучлен, трехчлен, вообще многочлен, 


Если одночлен прелставляет собою частное, то он называетея 


дро бным одночленом; все другие одночлены называются цье- 


а—в ; 
лыми. Так, в нашем примере одночлен —5— есть дробный, 


а все остальные члены многочлена целые. Так как в начдие 
алгебры МЫ будем говорить только о целых одночденах, то для 


краткости мы будем их называть просто „одночленами“. 
Если все члены многочлена целые, то он Также называется 


целым. 
43. Коэффициент. Положим, дано произведение: 


@3а® (—2), 


в котором некоторые сомножители выражены цифрами, другие-- 
буквами. Такне произведения можно преобразовать (пользуясь 
вочетательным ин переместигельным свойствами умножени;), 
соедивив в одну группу все сомножители, выраженные цифрами, 
в другую группу— все сомножители, выраженные буквою а, и Т, д.! 


3. (—2) (а@)6, 
что можно написать короче: —6а2$. Подобно этому: 
— 1Фалт (— 2) ==-! 2047, ит. п. 


Выраженный цифрамн сомножитель, поставленный впереди 


буквенных сомножителей, называется коэффициентом одно- 


члена. Так, в одночлене —64*ф число —6 есть коэффи- 


циент *). 
Заметим, что если коэффициент есть целое положительное 


число, то он означает, сколько раз повторяется елагас- 
мым То буквенное выражение, к которому он относится; так, 
заб == 3 (а0) == (ав) -3=а5 + аб + аф. Если коэффициент есть дробь, 
то он выражает, какая дробь берется от чиеленной вели- 
чины буквенного выражения. Так: 2/, ах==ах-?/,. а умножить 


ат на ?/, — значит взять 2/, от числа ах. 


1) Пногда некоторым буквенным сомножителям придают особое значение, 
отличаюжщее их от остальных. Такие сомножители обыкноверно пишутся в конце 
произведения и обозначаются последними буквами алфавита (т, у, 2); тогда 
коэфд ициентом при них называют произведение всех остальных сомножителей, 
Так. полож 1м, что в одночлене -+ 50а 5? буква х означает неизвестное уравяения, 
а буква а — какое-нибудь данное число, тогда Произведение -- Зи мовег оыть 


названо коэф рициентом при 72. 
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44. Свойства многочлена. Всякий многочлен можно рассма- 
гривать как алгебраическую сумму его членов. Напр., много- 


член 
2и— В --с 


есть сумма: 2а 1 (—В)- (РО, так как выражение -Р (—5) равно- 
сильно выражению — 5 ив выражение -- (- с) означает то же, что 
п +-с. Веледетвяе этого все свойства суммы относительных чнп- 
сел (8 25) принадлежат также и многочлену. Напомним глав- 
нейшие из этих свойств: 

а) Переместительное свойство: численная ве ичина 
многочлена ме изменяейся при перемещении ес членов (6 их 
знаками). 

Положим, напр., мы находим численную величину много- 


члена, 


2а? — «и —та 


при а —-4 и р—=— 3. Для этого предварительно вычислим 
каждый член отдельно: 


2а==2(— 4) —2(—1(-4) =323; — а == — (4) (-3)==- 12; 
11 — (— 3)? = (— 3) (—- 3) = о ри) +8. 


Теперь сложим все полученные числа или в той последова- 
тельности, в какой написаны члены многочлена: 


32—12 -19--2=31, 


или В каком-нибудь ином порядке, — всегда получим одно и то 


же число 31. 
6) Сочетательное свойство: численная величена мною- 


члена не изменится, если какие-либо ео члены мы заменим чх 


алаебраической суммой. 
Так, если во взятом сейчае многочлене мы заменим члены 


1 .. 
— аБ, | 5 и —54 их алгебраической суммою, т.е. возьмем этот 


многочлен в таком виде: 


2а-- (- аф-|- 5—5 а), 
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то при чи=—4и № —=— 3 получим: 
32 (—12-Н9- 2) =32- (— 1) =31, 


т. е. получим то же самое число 31, которое получили прежде. 

Заметим еще следующее важное свойство многочлена: 

в) Если перед каждым членом мнозочлена переменим знак на 
противоположный, то нисленная величина мнозочлена изменит 
также знак па противоположный, а абсолютнал величина се не 
изменится. 


Напр., чиеленная величина многочлена 24? — ав -- 6? —Та 

при а=—1+ и ф==—3 равна, как мы видели, 31, а числеяная 
1 

величина многочлена — 29? -|- а —6$*-- а при тех же значе- 


ниях букв равна —31. 

45. Приведение подобных членов. Иногла в многочлене ветре- 
чаются такие члены, которые отличаются друг от друга только 
коэффициентами, или знаками, или даже и совсем не отличаются; 
такие члены называются подобными. Напр., в многочлене 


Ё44а—35--0,5а-- 8х -Заг — 25 


первый член подобен трегьему (они подчеркнуты одной чертой), 
второй член подобен четвертому и шестому (подчеркнуты двумл 
чертами), а пятый член не имеет себе подобных. 

Если в многочлене встречаются подобные между собой чле- 
ны, то их можно соединить в один член, Так, в приведенном 
сейчас примере мы можем (основываясь на сочетательном свой- 
отве многочлена) соединить члены в такие группы: 


(4«-- 0,54) -- (— 3% 3+ 8% —25) + За. 


Но очевидно, что 4 каких-нибудь числа да 0,5 такого же 
числа составляют 4,5 этого же числа. Значит, 4я -- 0,5 == 1,54. 
Равным образом — 35-85 ==5%0 и 5х — 2х ==3т. Значит, много- 
член можно изобразить так: 


4,54 -- 3< -{ Зах. 


Заметим, что соединение всех подобных между собою чле- 
нов многочлена в один член принято называть приведением 
подобных членов многочлева. 
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Замечание. Два подобных члена с одинаковыми коэффи- 
циентами, но с разными знаками взаимно уничтожаются; тако- 


1 1 
вы, напр., члены -- ?а и —2а, или — 52" и-- 5 2. 
Примеры. 


р а-5тх— этх-- тих — зит==а-атх. 


2) зах В — тих — зах -- 2ах = — 4 -- 6? =? — 4ах. 
3) 49763 — За -- 0,5463 -- За2с -- ва = 4,5 аз -|- 5аб -- За с, 


Глава вторая. 
Алгебраическое сложение и вычитание. 


46. Что представляют собою „алгебраические действия“. 
В арифметике действия производятся над числами, п в резуль- 
тате получается одно новое число, В алгебре действия произво- 
дятея не вад чиелами, а над алгебрааческими выраженпямн, 
и в результате получается новое алгебратческое выражение. 
Папр., умножить одночлен 34 на одночлен 24 — значит, во-первых, 
указать умножение принятыми знаками; 


(3а) (28 


п, во-вторых, преобразовать, если возможно, полученное алге- 
брацческое выражение в другое, более простое. В нашем при- 
мере преобразование можно выполнить, рассуждая так: чтобы 


УМНОЖИТЬ какое-нибудь чиело на произведение 2. а, можно умно- 


жить это чиело сначала на 2, а потом результат умножить на а. 
Значит: 


{3а) (24) = (За) 8а. 


В последнем выражении мы можем скобки отбросить, так 
так от этого смысл выражения не изменяется; тогда получим 
342. Теперь, пользуясь сочетательным свойством умножения, 
сгр\» ппируем сомножители так: (3-2) (аа), что, очевидно, с- 
ставляет 64°. 

Какое бы число буква а ни означала, чнисленная величина, 
ьиражепия (3) (24) веегда равна численной величине выраже- 
пая 642, т. е. эти выражения тождественны. 

Таким образом, алгебраическое действие в нашем примере 
умножения состоит, во-первых, в указании этого действия при- 


57 


нятымн в алгебре знаками и, во-вторых, в преобразовамин, если 
возможно, полученного алгебранческого выражения в другое, 
тождественное ему. 

47. Сложение одночленов. Пусть требуется сложить не- 
сколько одночленов: За, — 56, 0,24, —16 и с. Их сумма выра- 
зится так: 


за | (—- 56) Е 0, 2а) - (— 79 с. 


Но выражения: -- (— 56), -- (+ 09,2и) и -- (— 76) равносильны 
выражениям: — 55, -|- 0,24 и — 76; поэтому сумму данных одно- 
членов можно переписать проше так: 


34 — 56 -{ 0,24 — 16 с, 


что после приведения подобных членов даст: 8,24 — 120 с. 
Значит, чтобы сложить несколько одночленов, достаточно на- 
писать ит один за друим с но знаками ч сделать приведение 
подобных членов. 

48. Сложение многочленов. Пусть требуется к какому-нибудь 
числу или алгебраическому выражению 11 прибавить многочлен 
а—6--с. Некомую сумму можно выразить так: 


т (а—в--о. 


Чтобы преобразовать это выражение, примем во внимание, 
что многочлен а — 6 -|- с предоставляет собой сумму а-+ (— 6) с, 
а, чтобы прибавить сумму, можно прибавить каждое слагаемое 
одно за другим; поэтому: 


и (аб фо=т аж -е. 


Но прибавить —ф все равно, что вычесть В: поэтому: 


Ра -е) = тив -е. 


Правило. Чиюбы к какому-нибудь алиебразческому выраже- 
нию прибавить многочлен, надо приписать к этому выражению 
все члены мноючлена один за дрлуим с их знакаме (причем 
перед первым членом многочлена, еслн перед ним не стоит 
никакого знака, надо подразумевать знак --) м. сделать ириве- 
дение подобных членов, если они окажутся. 


Пример 
[за — Бай -- и (чаф — 02 и?). 
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Первое слагаемое, которое мы обозначали сейчас одной бук- 
вой 7", дано в этом примере в виде многочлена 34? — 540 -|- 63. 


Применяя указанное правило, найдем: 
За? — ар -- 02 - (196 2-74?) = 2а*— 546 - -Е аа — 6?-- та? 
= 1042 — 46. 


Пели данные для еложения многочлены содержат подобные 
члены (как в нашем примере), то елагаемые полезно писать 


одно под другим так, чтобы подобные члены отояли под по- 
Добными: 


За? — 54% - 5? 
тат 44—62 
1042 — аб. 


49. Вычитание одночленов. Пусть требуется из одночлена 
10ах вычесть одночлен — Зах. Искомая разниссть выразится так: 


104% — (— 3а5). 


Согласно правилу вычитания, вычитание —Зах можно заме- 


нить прибавлением числа, противоположного числу -——Зих. 'Гакое 
чиело есть -{- Зах, поэтому: 


10а — (— Зах) = Ках-- (+ Зах) =164х { Зах = 13ах. 
Значит, +т0обы вычесть одночлен, достаточно приписать ею 


к уменьшаемому с противоположным знаком (и сделать приведение 
подобных членов, если они окажутся). 


50. Вычитание многочленов. Пусть требуется из какого- 


нибудь чиела или алгебрамческого выражения ли вычесть много- 
член а—6--с, что можно обозначить так: 


эп — а во. 

Для этого, согласно правилу вычитания ($ 2?), достаточно 
прябавить к и чиело, противоположное числу «—6- с. Такое 
ччело есть и —с (3 44, в); звамит: 

т — ао =и- (чо. 
Применяя теперь правило сложения многочленов, получим; 


т — (ао =ти фас. 
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Значит, чтобы из какою-нибудь алебраическою выражения 
вычесть мнозочлен, достаточно в этому выражению приписать 
все члены вычитаемою мнозочлена с противопозожными знаками 
(в сделать приведение). 

Если требуется вычесть из одного многочлена другой много- 
член и в этих многочленах имеются подобные члены, то вычи- 
таемый многочлен полезно писать под уменьшаемым, переменяя 
знаки у вычитаемого многочлена на протлвоположные, и так, 
чтобы подобные члены стояли под подобными. Напр., вычитание 
19? — 24% 0?) — (54? 1а6 —253) лучше всего расположить так: 


142 — 2ар -- 5? 
= 5а2 5 4аб = 262 


242 — ваб - 36° 


{в вычитаемом многочлене верхние знаки поставлены те, какис 
были заданы, а внизу они переменены на противоположные). 

51. Раскрытие скобок, перед которыми стоит знак -|- или —. 
Пусть в выражении 


2а- (а— 36-2 с) — 2а—6+20 


требуется раскрыть скобки. Это надо понимать так, что тре- 
буетея над многочленами, стоящими внутри скобок, произвести 
те действия, которые указаны знаками, стоящими перед скоб- 
ками. В нашем примере перед первыми скобками стоит знак -|, 
перед вторыми знак —. Произведя сложение и вычитание по 
данным нами правилам, попучим выражение без скобок: 


2а-Ра— за — 2е=а— 72 — с. 


*Таким образом, мы должны помнать, что, раскрывая скобки, 
перед которыми стоит знак--, мы не должны изменять знаки 
внутри скобок, а раскрывая скобки, перед которылиь стоит 
знак—, мы должны перед всемш членами, стоящими внутри 
скобок, переменить знаки на противоположные. 

Пусть еше требус-сл раскрыть скобки в выражении: 


192 — [Зр- (5р — 10) — 4. 


Для этого всего удобнее раскрыть сначала внутренние скоб- 
кп, а потом внешние: 


10 — Зы -Н3р — 10--. 4] =10р—3р— 5р-Р10--1==2р- 114. 
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52. Заключение в скобки части многочлена. Для преобразо- 
вания многочлена иногда бывает полезно заключить в скобки 
совокупность некоторых его членов, причем перед скобками 
иногда желательно поставить --, т. е, изобразить многочлен 
в виде суммы, а иногда знак —, т.-е. изобразить многочлен в виде 
разности. Пусть, напр., в многочлене «--Ь—с мы желаем за- 


ключить в скобки два последних члена, поставив перед скоб- 
ками знак --. Тогда пишем так: 


а--ь —с=а- ®— од, 


т. е. внутри скобок оставляем те же знаки, какие были в лан- 
ном многочлене. Что такое преобразование верно, убедимся, 
если раскроем скобки по правилу сложения; тогда получим 
спова данный многочлен. 
Пусть в том же многозчлене требуется заключить в скобки 
Два последнче числа, поставив перед скобками знак минус. 
Тогда напишем так: 


а с==а— (в фо=а- (6—0, 


т. е. внутри скобок перед всеми членами переменяем знаки на 
противоположные. Что такое преобразование верно, убедимся, 
если раскроем скобки по правилу вычитания; тогда получим 
снова данный многочлен. 


Замечание. Можно и весь многочлен заключить в скобки, 


поставив перед ними знак или —. Напр., можно написать: 


ам е (а бРона- Ире (чб. 
Глава третья. 


Алгебраическое умножение. 


53. Умножение степеней одного и того же числа. Пусть надо 
умножить 43 на 47, что можно обозначить так: аза?, или подроб- 
нее: (ааа) (ча). Здесь произведение ааа умножается на дру- 
гое произведение ав. Но чтобы умножить какое-нибудь число 
на произведение, можно умножить это число на первый сомио- 


житель, полученный результат умножить на второй сомножи- 
тель, и т. д. (3 35,3); поэтому: 


434? — (аа) (@4) = (ааа) ча, 
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что Может быть написано и без скобок, так как порядок ден- 
ствий остается и без скобок такой же, какой указан скобками; 


а3а? == ачааа == а5. 


Значит, при умножении степеней оди010 4 21010 же числа 11о- 
казателч их складываются. 

Таким образом; тЗх==1%, 27) —=915, уЗууз = ув, И т. Д. 

54. Умножение одночленов. Мы уже говорили раньше (8 46), 
как можно преобразовать произведение одночленов (3а) (24) 
в одночлен 64”. Повторим теперь сказанное тогда на другом 
примере. Пусть дано умножить: 


Зах? (— Баёлх) *). 


Так как одночлен — 5абт есть произведение, то достаточно 
умножить множимое на первый сомножитель —5, результат 
умножить на второй сомножитель а, и т. д. Значит: 


3427? (— 5962) = Зах? (-— 5) ах. 


В этом произведенин, пользуясь сочетательным свойством 
умножения, сгруппируем сомножптели в такие группы; 


(- 3) (—5) (аа) В (2%). 


Произведя умножение в каждой группе, получим: 


— 154263. 


Значит, чтобы умножить одночлен на однэчлен, надо перемно- 
экить их коэффициенты, сложить показатели одинаковых букв, 
а эзне буквы, которые входят только во множимое илцч только 
во множцтель, перенести в произведение с их показателямц, 

Примеры. 
1 0,7и3х (За у?) = 2,1423. 


1 2 1 1 1 
„3 =— р 9 3} — 2 „6 
2) (5 72 ) = (5 На )= д 1. 
° 3 21 .- 
3) — 3,52" у (+ г) ==— в 2. 


1) Скобки в этом выражении означают, что число, равное Зал, надо умно- 
жить на чисто, равное — бабт. Если бы мы написали это выражение без 
скобок: 34:3 — 5абх, то это значило бы, что из числа, равного Зак, вычи- 
тается число, равное бах. 
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55. Умножение многочлена на одночлен. Пусть дано умно- 
жить многочлен «-+-6— с на одночлен ть, что можно выразить 


так: 
(а от 


Многочлен а--Ь—с есть сумма относительных чисел 
а + (— с). Но, чтобы умножить сумму, можно умножить ка- 
ждое слагаемое отдельно и результаты сложить (распредели- 
тельное свойство, 8 34, д); значит: 


(ан от=[а-Но--(—-9] т=ат- т (= от. 
([^От=—=— т и (т =— ет; 


(а — От=ат- вн — ст. 


Правило. Чтобы умножить мноючлен на одночлен, надо 
умножить на этот одночлен каждый член мноючлена и полу- 
учснные произведения сложить. 

Так как произведение не изменяется от перестановки мест 
сомножителей, то это правило примепимо также и к умножению 
одночлена на многочлен; таким образом: 


т (а--6— б==та- т — тс. 


Но 


поэтому 


Прзмеры. 

1) (32° —2ат-- 547) (— Зах). 

Здесь умножение членов многочлена на данный одночлен 
надо производить по правилу умножения одночленов, принимая 
во внимание также и правило знаков: одинаковые знаки при 


умножении дают -|-, а разные знаки дают —. Умножаем отдельно 
каждый член многочлена на одночлен: 


(35?) (— 147) =— 124.13; (— 2а2) (— Зах) == Е 8424", 
({-- 542) (— 442) = — 20435. 


Теперь сложим полученные результаты: 
— 12423 -|- 84? — 20а3х. 


2) (42—46 -- 4?) (34) ==а? (34) — (5) (Зз«)-Е 5? (34а) = 


— 343 — 3426 -- 3а0*. 
3) (то + ит —03) (2,171) = (723) (2 Лак) -- (+ а») (21а) — 
— 0,3 (2,1474) = 1+4.1424% -- 1,5754312 — 0,6345. 
4) 2а ( За —4а5-- 5) — 64° —8а2т -- ах?, 


63 


56. Умножение многочлена на многочлен. Пусть требуется 
произвести умножение; 


(ион) 


Рассматривая множитель т — как одно число (как одно 
член), применим правило умножения многочлена нз одночлен: 


ат (тб ю-фет-. 


Рассматривая теперь выражение 71 — как многочлен (дву- 
член), применим правило умножения одночлена на многочлен: 


(ап — ап) | (т — В») — (ет — ся). 


Наконец, раскрыв скобки по правилам сложения и вычита- 
Нил, окончательно найдем: 


` 
(@Нь— с) (п—н)=ат ан би вби ет-еь. 

Правило. Чт105ы умножить мнозочаен на многочлен, падо 
умножить каждый член первор мноючлена на каждый член 
второю миолочлена и полученные прэиззеденил сложить. 

Конечно, при умножении членов первого многочлена, на 
члены второго многочлена нужно руководствоваться правилами 
знаков: одинаковые знаки дают --, разные знаки —, 

Пример. (и? —вав-- 0—3) (аз — 3а6? -- 63). 

Умножим спалаль все члены множамого на 1-й член мно- 
ителя: 


(и? — 5 -- $? — 3) из = @$ — 5436 - аз? — 3а3, 


Затем умножим все члены множимого на 2-й член множи- 
теля: 


(а? -- 56 + — 3) (— 346) -= — Заз? -|- 154763 — 3аё+ -- аВз. 
Далее, умножим на третий член множителя: 
(и? — 5ч6 -- 6? — 3) (+63) = чз — 5щл 18 — 363. 


Наконец, сложим все полученные произведения и сделаем 
приведение подобных членов; окончательный результат будет: 

43 — 54 — 243? — Заз - 1042403 — 8404 -- 946? -|- 6$ — 363, 
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Замечання. 1) Чтобы при умножении многочлена на мно- 
гочлен не пропустить ни одного из произведений членов, полезно 
всегда держаться какого-нибудь одного порядка умножения; 
напр., как это мы сейчас делали, умножить сначала все члены 
множимого на 1-й член множителя, затем умножить все члены 
на 2-й член множителя, и т. д. 

2) В применении к арифметическим числам правило умно- 
жения многочленов может быть наглядно истолковано геометри- 
чески. Возьмем, напр., 4 отрезка прямой а, 6, т ивишо- 
строим два прямоугольника: один с основанием а--6 и высотою 


Черт. 10. 


т--я, другой с основанием а-ЕЬ и выеотою ги — я. лошадь 
первого равна (а--5)(т |”), а площадь второго будет 
{а-- 5) (т—п). Из чертежей непосредственно видно, что первая пло- 
щадь равна ат -- 62 Гал бл, а вторая равна ат: -|- 5 — ап — вп. 


Примеры. 
р @а—доп—-пбр=аип— бт баб фар бр. 
2) (11 — 9?) (--у) =13 — туз -- ту — уз. 
3) (Зав |- 27? — 4а7) (1 — 5ап) —=3Запз | 279% — 492? — 15а? - 
— 10апз -- 20а3п = — тапз-- 21% — 19421? -|- 302%. 
4) (242 — 3)2 — (2а1 —3) (24? — 3) = (247) — 3 (2а?) — (24) з-- 
9 ==4а4 — 69° — ва ?-- 9 == 14% — 1242-- 9. 


57. Расположенный многочлен. Расположить многочлен по 
сотепеням какой-нибудь буквы — значит, если возможно, написать 
его члены в такой последовательности, чтобы показатели этой 
буквы увеличивались или уменьшались от первого члена к по- 
следнему. Так, многочлен 1-- 25 -|- 342 — т3 расположен по возраз- 
стающим степеням буквы т. Тот же многочлен будет распо- 
ложен по убывающим степеням буквы т, если члены его на- 
пишем в обратном порядке; —13-- 31 |-2%-- 1. 

Буква, по которой расположен многочлен, называется гла в- 
Ной его буквой. Член, содержащий главную букву с наибольшим 
показателем, называется высшим членом многочлена; член, 
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содержащий главную букву с наименьшим показателем ила 
не содержащий ее вовсе, называется низшим членом 
многочлена. 

58. Умножение расположенных многочленов всего удобнее 
производить так, как будет указано на следующем примере. 

Умножить 

3% —5-- 7472 — 23 на 28-х. 

Расположив оба многочлена по убывающим степеням бук- 
вы х, пишут множитель под множимым и под ними проводят 
черту : 

— 13-122 |- 3% —5 
— 82-х 2 
855 — 561% — 2413-|- 401? 
— 2“-- 1283-Е 32° —5х 
— 23-14 | 6х — 10 
855—514 — 19а Б-Р х—10` 


Умножают все члены множимого на 1-й член множителя 
(на — 822) и полученное произведение пишут под чертою. Умно: 
жают затем все члены множимого на 2-й член множителя (на 
-- 5) и полученное второе произведение пишут под первым так, 
чтобы подобные члены стояли под подобными. Так же поступают 
и далее. Под последним произведением (на -- 2) проводят черту, 
под которою пишут полное произведение, складывая все осталь- 
ные произведения. 

Можно также оба многочлена расположить по возрастающим 
степеням главной буквы и затем производить умножение в том 
порядке, как было сейчас указано. 

59. Высший и низший члены произведения. Из рассмотрения 
этих примеров следует: 

Высший член произведения равен произведению высшего члена 
множимоо на высший член множителя. 

Низший член произведения равен произведению низшего члена 
множнмою на низшия член множителя. 

Остальные члены произведения могут получиться от соеди- 
нения нескольких подобных членов в один. Может даже слу- 
читься, что в произведении, после приведения подобных членов, 
вое члены уничтожатея, громе первого и последнего (высшего 
и низшего), как это видно на следующем примере: 
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д атз-р и?т? 1 азт а 
хг—а 


28-- ал -- а°х3-- а3х? -- ах 


ат — 9713 — @312 — 94х — @а5 


25 — 95 = — @5. 


60. Число членов произведения. Пусть во множимом будет 
пять членов, а во множителе три члена. Умножив каждый член 
иножимого на 1-й член множителя, мы получим 5 членов про- 
изведения; умножив затем каждый член множимого на 2-й член 
множителя, мы получим еще 5 членов произведения и т. д.; 
значит, всех членов в произведении окажется 5.3, т.е. 15. Вообще, 
число членов произведения, 00 соедичения в нем подобных чле- 
нов, равно произведению числа членов множимою на число 
членов множителя. 

Так как высший и низший члены произведения не могут 
иметь себе подобных членов, а все прочие члены могут уни- 
чтожиться, 220 наименьшее число членов произведения после при- 
ведения в нем подобных членов равно 2. 

61. Некоторые формулы умножения двучленов. Полезно за.- 
помнить следующие формулы умножения двучленов: 

а) (а-НЬ)? = (а-- 5) (а 6) ==а?- аб Раб -| 5? = а? -- 2а -|- >, 

Напр.: 11?== (10 + 7)? = 102 2.10 .7- 7? == 100 + 140 -- 
49 =289. 

Таким образом, квадрат суммы двух чисел равен квадрату 
‘лервозо числа. плюс удвоенное произведение первого числа на вто- 
фое, плюс квадрат второю числа. 

6) (а— 5)? = (а—5) (а— 5) = а: — а — 1-53 = а? — 2а6 | Ъ?. 

Напр.: 192 — (20 —1)? =202—2.20.1-- 1*—400 —40-|- 1 =361. 

Таким образом, квадрат разности двух чисел равен квадрату 
первою числа, мимус удвоенное произведение первого числа на вто- 
ое, плюс квадрат второю числа. 

Замечанле. Полезно заметить, что возвышение в степень 
по отношению к сложению и вычитанию не обладает распреде- 
лительным свойством; так, (2-- 3)? не равно 22--372, или (8 — 6) 
не равно 8” — 62. 

в) (а-- Ь) (а— Б) = а? Раб — а 5: —а? — 67. 

Напр.: 25.15 = (20 5) (20 — 5) = 201— 52 —400 —25 —315. 

Таким образом, произведение суммы двух чисел на их разность 
Фазно разности квадратов этих чисел. 
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г) (@-+ 5} == (а 5)? а В = (а? + 2а5 + 59) (а + = аз + 2а35 + а@? + 
4 25 263 -| 53 = аз {+ За?6 -{- Заё? 63. 

Напр: 12= (10-42, = 03+ 3.10?.2 + 3.10-22 -+ 23 -= 1090 -- 600+ 120 + 
4+ 8 = 1728. 

Таким образом, куд суммы двух чисел равен кубу первого чиела. плию 
утроенное произведение ксадрата первого числа на второе, плюс утроенное п о- 
изведение первого числа на квадрат второго, плюс куб второго чиела. 

д) (а — 5)3 = (@а— 65)? (а — 6) = (2? — 2а6 - 52) («—5) = а — 2а%$ - а — 
— а25 + 2261 — $8 = а — 3а16 -- 3а51 — 63. 

Напр. 193 = (20 — 1)3 == 203 — 3.20°.1 + 3.20.12 — 13 = 8000 —1200 -{- 60 — 
— 1 = 6859. 

Таким образом, куб разности двуг чисел равен кубу первого числа, минус 
узтроснное произведение квадрата первого чнела на второе, плюс утроенное при- 
мзведение первого числа на квадрат второго, минусе куд второго числа, 


62. Геометрическое истолкование некоторых из этих формул. 

а) Отложим отрезок прямой АВ=а и к нему приложим 
отрезок ВО = (черт. 11), затем построим квадраты: АСОЕ и 
АВУК, которых площади будут равны (а -- 6)? и аз. Продолжив 
прямые ВЛи ЕЛ до пересечения с ЕР и Ср, мы разобъем боль- 


Е Г р 


ший квадрат на 4 части, которых площади будут: а?, 2, аби 
аб. Значит: 


(а 4-6) = а? аб -- ав -| 62 == а? +- 2а6 + 6. 


6) Отложим (черт. 12) АВ—=аи из АВ вычтем ВО-; затем 
построим квадраты 4АСДЕ, АВЕК и КГМЕ, которых площади 
будут (9— В}, а? и 82. Продолжив СР до точки №, мы получим: 
пл. АСРЕ=пл. АВЕК |- пл. ЕКГА— пл. СВЕМ — пл. РМЕМ. 

Значит: 

(а— 6) —&? Е? — а — а = а? — 2-4 в?- 
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в) Отложив (черт. 13} АВ=ав, ВС-=6, АР=ави РЕ-Ь, по- 
строим прямоугольник АСЛЕ и квадраты АВКР и ПЕМГ, 
Тогда пл. АСУТЕ = пл. АВЕО -| пл. 
ВО]/№М—пл. РЕМГ— пл. ГММЕ. 

Но прямоугольники ВСУМ и 
ГММК равны, и потому их пло- 
шади в написанном нами равен- 
стве взаимно уничтожаются: 


пл. АСУЕ==пл. АВКО— 
— пл. РЕМЕ, 


(ато (а =е-—@. 


63. Применения. При помощи указанных формул можно 
иногда производить умножение многочленов проще, чем обык- 
новенным путем. Приведем примеры: 


1) (493 — 1) = (493): —2 (4а3).1- 12==1698 — ваз 1. 
2) «уу т == — а. 
3) урал уи=[@-о-иу [@е--9-и= 
— (2-1)? — 92—12 --2%--1— уг. 
4) (авс) (а-—о=[а— &— в)] [« + @®— в)| = 
== 4 — (В — 6) == 4* — (402 — 266 -| 02) == а" — 6 -- 266 — с, 


Глава четвертая. 


Алгебраическое деление. 


64. Деление степеней одного и того же числа. Пусть тре- 
буется разделить: 
4: 4%. 


Так как делимое должно равняться делителю, умноженному 
на частное, а при умножении показатели одинаковых букв 
складываются, то в искомом частном показатель буквы а дол- 
жен быть такое число, которое, сложенное с 2, составляет 5; 
Такое число равно разности 5—9. Значит: 


95: а == 48 —2 = 43, 


Подобно этому найдем: 53:12—5; 14 УЗ, ит. и. 
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Значит, при делении степеней одною и тою оке числа пока- 
затель делителя вычитается из показателя делимоло 1). 

65. Нулевой показатель. Если при делении степеней одного 
и того же числа показатель делителя окажется равным показа- 
телю делимого, то частное должно равняться 1; напр.: @3:93==1, 
потому что а3== а3-1. Условимся производить вычитание пока- 
зателей и в этом случае; тогда в частном мы получим букву 
< нулевым показателем: а3:аз = аз— 3== а. Конечно, этот по- 
казатель не имеет того значения, которое мы придавали показа- 
телям ранее, так как нельзя повторить число сомножителем 
О раз. Мы условимся под видом а’ разуметь частное от деле- 
ния одинаковых степеней буквы а, и так как это частное равно 1, 
то мы будем принимать а° за 1. 

66. Деление одночленов. Пусть дано разделить: 


(1243525) : (4а?Ъ?). 


Впрочем, ради краткости писания скобки в подобных 060- 
значениях принято опускать. Согласно определению деления, ^ 
частное, будучи умножено на делитель, должно составить дели- 
мое. Ноэтому у искомого частного коэффициент должен быть 
12:4, т. е. 3; показатель у буквы а получится вычитанием из 
показателя этой буквы в делимом показателя той же буквы 
в делителе, буква 6 совсем не войдет в частное, или -— что все 
равно — войдет в него с показателем 0, а буква х перейдет 
в частное со своим показателем. 

Таким образом: 1243525: 4425? =3Зат. Поверка: 3Зах-4а6? = 
— 12430, 

Праляло. Чтобы разделить одночлен на одночлен, надо 
хоэффиииент делимою разделить на коэффициент делителя, 
из показателей букв делимою вычесть показатели тех же букв 
делителя ц перенести в частное, без изменения показателей, те 
буквы делимозо, которых нет в делителе. 


Примеры. 


1) 3713247: атанх — з #13. 
4,3. 5 р 6 3 
2) — 13: — ; аху? == = 739. 
3) 0,Заг” : — 0,02ах = 405" —1, 
+) Если тодько число, степени которого делятся, не равно нулю. Так, нельзя 


написать: 0" ; 0" —0"^-”, так как это равенство означало бы; 0:0==0, тогда 
как частное 0:0 может равняться любому числу ($ 33). 


70 


67. Признаки невозможности деления одночленов. Если част- 
пое от деления целых одночленов не может быть выражено точно 
целым одночленом, то говорят, что такое деление невозможно. 
Деление одночленов невозможно в двух случаях: 

а) Когда в делителе есть буквы, которых нет 
в делимом. Напр., нельзя разделить 4? на 2ах, так как 
всякий одночлен, умноженный на 2ат, дает произведение, со- 
держащее букву т, а в нашем делимом такой буквы совсем нет. 

6) Когда показатель какой-либо буквы в дели- 
теле больше показателя той же буквы в делимом. 

Напр., деление 10432: 593 невозможно, так как всякий 
одночлен, умноженный на 5аф3, дает в произведении такой одно- 
член, который содержит букву © с показателем 3 или с показа- 
телем, большим 3, тогда как в нашем делимом эта буква стоит 
с показателем 2. 

Когда один одночлен не делится на другой одночлен, то 
частное может быть только указано посредством знаков деления; 
так, частное от деления 4975 :2?ас может быть указано 
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нли Так: 4926 :2ас, или Так: “оас * 


68. Деление многочлена на одночлен. Пусть требуется разде- 
лить многочлен + 6-——с на одночлен т, что можно выразить так: 


а -с 


(@6—б:т, или т 


Многочлен а--р — сесть алгебраическая сумма, а чтобы таз- 
делить алгебраическую сумму на какое-нибудь число, можно раз- 
делить на это чиело каждое слагаемое отдельно (8 34, д); поэтому: 


аь—е а |й ТЯ 
=, т Ри т 

В этом можно убедиться и поверкою: умножив многочлен 
0 
в а 

Правило. Ч»жто7уы разделить многочлен на одничлен, надо 
разделить на этот одночлен каждый член мноючлена 4 полу- 
ченные частные сложить. 

Конечно, деление членов многочлена на одночлен производят 
по правилу деления одночленов. 


— < на делитель т, мы получим делимое и-|-— с. 
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Примеры. 
1) (2043 —8а? — а): 4а=5а? —2а — т. 


2) (452 — 2% 10): 2т==35 —1--5 


3) (+23 — 0,3221) 218—015 я. 


69. Деление одночлена на многочлен. Пусть требуется одно- 
член @ разделить на многочлен 6 -с—@. Частное от такого 
деления не может быть выражено ни целым одночленом, ни 
целым многочленом, так как если допустим, что частное равно 
какому-нибудь целому одночлену или целому многочлену, то 
произведение этого частного на многочлен 6 -|- с — а дало бы тоже 
многочлен, а не одночлен, как требуется делением. Частное от 
деления а на 6-е —@ может быть только обозначено знаками 
деления: ‘а 
а: &-- с — а), или Бе—а’ 


70. Деление многочлена на многочлен.Частное от деления 
многочлена на многочлен только в редких случаях, можно выра- 
зить в виде целого многочлена. Напр.: 


(а 296 -| 62) : (а--6) =а-ГЬ, 
так как (а-- 2) (а-- В) —=(а--5):=а? | 2аё + 5:. 


Вообще же подобные частные можно только обозначить 
знаком деления. Напр., частное от деления а—6--с на 4—е 
выразится так: 

а—6--с 


4—2. Или (а—6-5с):(9— 0). 


Выразить частное в виде целого многочлена иногда удастся тогда, когда 
оба многочлена расположены по степеням одной и той же буквы. Покажем, как 
это сделать, на следующем примере: 


(553 —19.х3 -- 172 -- 641 — 4) : (1 — 50 + 3"). 
Напишем оба многочлена по убывающим степеням буквы х и расположим 
деление так, как оно располагается при делении целых чисел: 
624 — 1953 -- 592 + 175 —4 |353 -— 52 +1 
—=6хй -- 103 -= 247 25 —32—4 
1-й остаток. . .— 928 -- 3472 -- 175 —4 


2 99 = 155753: 


2-й остаток... .-- - 1212 + 20% —4 
3- 12:2 - 20-4 


3й остаток .... .О 


Предположим, что искомое частное равно какому-нябудь многочнену и что 
ялеыы этого многочлена расположены тоже по убывающим степенам буквы г. 
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Делимое должно равняться произведению делителя на частное. Из умноже- 
ния расположенных многочленов известно ($ 58), что высший член произве- 
дения равен произведению высшего члена множимого на высший член имно- 
жителя. В дезимох высший член есть первый, в делителе и частном высшие 
члены тоже первые. Значит, 1-й член делимого (624) должен быть произведе- 
нием 1-го члена делителя (327?) на 1-й член частного. Отсюда следует: чтобы 
найти 1-й член частного, достаточно разделить 1-Й член делимого на, 1-Й член де- 
лителя. Разделив, находнм 1-Й член частного 2х3. Пишем его под чзертою в частном, 

Умножим все члены делителя на 1-й член частного и полученное 
произведение вычтем из делимого. Для этого напишем его под делимым так, 
чтобы подобные члены стояли под подобными, и у всех членов вычитаемого 
переменим знаки на обратные. Получим после вычитания 1-й остаток. Если бы 
этот остаток оказался равным нулю, то это значило бы, что в частном никаких 
других Членов, кроме напденного 1-го, нет, т, е. что частное есть одночлен. Если 
же, как в нашем примере, 1-й остаток не есть нуль, то будем рассуждать так. 

Делимое есть произведение всех членов делителя на каждый член частного. 
Мы вычли из делимого произведение всех членов делителя на 1-й член част- 
ного; следовательно, в 1-м остатке заключается произведение всех членов делителя 
на 2-й, на 3-Й и следующие члены частного. Высший член в осталке есть 1-й; 
высший член делителя тоже 1-й; высший член в частном (не считая 1-го) есть 
2-и член. Значит, 1-Й член остатка (— 953) должен равняться произведению 
1-го члена дедителя на 2-й член частного. Отсюда заключаем: чтобы найти 
2-й член частгого, достаточно разделить 1-Й член 1-го остатка на 1-й член делп- 
теля. Разделив, находим 2-й член частного — 35. Пишем его в частном. 

Умножим на 2-й член частного все члены делителя и полученное произве- 
дение вычтем из 1-го остатка. Получим 2-Й остаток. Если этот остаток равен 
нулю, то деление окончено; если же, как в нашем примере, 2-й остаток не равен 
нулю, то будем рассуждать так. 

2-Й остаток есть произведение всех членов делителя на 3-й, на 4-й и сле- 
дующие члены частного. Так как из этих членов частного высший есть 3-й, то, 
подобно предыдущему, 3-й член частного найдем, если 1-Й член 2-го остатка, 
разделим на 1-Й член делителя. Разделив, находим —4. Умножив на-—4 все 
члены делителя и вычтя произзедение пз остатка, получим 3-Й остаток. В нашем 
примере этот остаток оказался нулем; эт» показывает, что в частном других 
членов, кроме найденных, не может быть. Если бы 3-Ё остаток был не 0, то 
подобно предыдущему, надо было бы делить 1-й член этого остатка, на 1-й член 
келителя; от этого получился бы 4-Й член частного, и т. д, 

Можно было бы расположить делимое и делитель по возрастающим сте- 
пеням одной и той же буквы и затем поступать так, как сейчас было сказано; 
при э10м пришлось бы основываться на том, что низший член произведения 
равен произведению низшего члена множимого на низший член множителя, 


71. Примеры. 
а) 2824 — 13а3 — балл -- 1базх | Тай -- дах — баз 
— Вагз -{- 2Са? 4.5% — Зав 
— 21453 — ба1%? + 1535 
-+ 64252 — 15азс 


0 
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Мы здесь не писали произведений 1-го чдена делителя на 1-й, на, 2-й ит, д. 
члены частного, потому что эти произведения всегда равны тем членам, под 
которыми они подписываются, и при вычитании всегда сокращаются. Обыкно- 
венно так и Делают. Кроме того, подписывая вычитаеные, мы писали их прямо 


с обратными знаками. 


6) 23—@ | тфа` в) 2—0 |х—а . 
„ фа” аз | а1 „ 423 52 -- ал? -- ас - а? 
ах? — а3 923 — а\ 

„» ах „ 40" 
ах — аз 9753 — 
„+ 23 „» + 
[9 азт — а 
„а 

[6 


Подобным образом можем убедитьсл, что разности 12°— а5, 28—а*... 
п вообще =” — а" делятся без остатка на разность х— а, т.е. что размость 
одинаковых стезеней двух хиесел делится ка базность этих чисел без остатка. 
72. Признаки невозможности деления многочленов. Из описанного про- 


цесса видно, что деление многочлена на многочлен нельзя выполнять в сле- 


дующих случаях: 
а) Еслн показатель главной буквы в высшем члене дели.мого меньше пока- 


зателя той же буквы в высшем члене делизиеля, потому что тогда нельзя по“ 
зучить высшего члела частвого. 

6) Если показазнель главной буквы в низшем члене делн.мо?о меныйе поха- 
запеля той же бухвы в низшем налене делителя, потому что тогда нельзя поду- 
чить низшего члена частного. 

в) Если показатели главной буквы в высшем и низшем членах делимого 
пе меньше, соответственно, показателей этой буквы в высшем и низшем членах 
делителя, то еще нельзя сказать, чтобы деление было возможно. В этом слу- 
час, чтобы судить о возможности или невозможности деления, вадо приступить к 
выполвению самого действия и продолжаль его до тех пор, пока окончательно 
не убедиися в возможности или невозможности получить частное в виде многочаена, 

При этом нздо различать 2 случая: 

Т. Когда многочлены расположены по убывающим степеням главной буквы, 
то продолжают действие до тех пор, пока в остатке не получится 0 (тогда де- 
ление возможно и закончено), или пока не дойдут до такого остатка, 1-Й 
член которого содержит главную букву с показателем меньшим, чем показатель 
1-го члена дезителя (тогда деление невозможно). Напр.: 


10а — да + За +4 | 2—1 
ы + 5а1 ба — а+5. 
— 223 - 5а? | За 
—а 
5а? -+- 2а +14 
й +$, 
2а -— 61 


п 


14 


Деление невозможно, потому что мы дошли до такого остатка, у которого 
1-& член не делится на, 1-й член делителя. 

П. Когда многочлены расположены по возрастающим степеням, то, сколько 
бы мы ни продолжали дедение, никогда не получим такого остатка, у которого 
показатель 1-го члена был бы меньше показателя 1-го члена делителя, 
потому что при таком расположении показатели главной буквы в первых членах 


остатков идут увеличиваясь. Напр.: 


4 -- 3а — 248 + 10а [1 2? 
„ -+ Ва? —4 — За — би 
За + а? — 243 
- -- баз 
&а2 -- да {- 100% 
» -+ 16 


4а3 -- 26а 


Продолжая действие дальше, мы получили бы в частном член — 4а3, но 
если бы возможно было получить целое частное (без остатка), то последний 
член его должен был бы быть 65а? (от деления высшего члена делимого на 


высший член делителя); значит, деление невозможно. 
Замечание. О деленли многочленов изложено более подробно во 


2-й части, $ 390 и след, 


Глава пятая, 


Разложение на множители, 


73. Предварительное замечание, Говоря об алгебраическом 
делении, мы указывали, что в некоторых случаях частное можно 
только обозначить знаком деления. Получаемые при этом вырз- 


жения, вроде таких: 


принято называть алгебранческими дробями по сход- 
ству этих выражений с арифметическими дробями. 

Мы вскоре увидим, что алгебраические дроби, подобно 
арифметическим, могут быть иногда упрощены посредством 
сокращения (т. е. посредством деления) делимого и делителя 
на их общне множнтели, если таковые окажутся. Для тогс, 
чтобы такое сокращение возможно было производить без затруд- 
нения, надо научиться разлагаль алгебраические выражения на 
множители (подобно тому, как в арифметике для сокращевия 
дробей надо уметь разлагать целые числа на составляющие их 
множители). 

15 


74. Разложение целых одночленов. Возьмем какой-нибудь 
целый одночлен, напр. 6а?3. Так как он предетавляет собой 
произведение, то по одному его виду его еразу можно разло- 
жить на составляющие множители. Так: 


62263==2.3 (аа) (665) =2.заа Я. 


Соединяя эти сомножители в какие-нибудь группы (поль- 
зуясь сочетательным свойством умножения), мы можем для этого 
одночлена указать разнообразные разложения, напр.: 


ба2Ьз —= (ва) (а%3) == @а?5) (36?) = (заб?) (2а6) и т. п. 


75. Разложение многочленов. Укажем простейшие случаи, 
когда многочлен может быть разложен на множители. 
а) Так как (Ро — от = ат п — ст, то и наоборот: 


ат Ри — ст = (а--от. 


Таким образом, если все члены мпозачлена содержат оэщия 
множитель, то ео можно вынестк за скобки. 


Напр.: 1) 28 — 25° | Зт == (18—21 3). 
2) 16а? — 4а3 == 44а? (4—4). 
3) 5та— 3 (а — = (1—1) 657 39). 


6) Так как 
(ан (а-—в =а—@", 

то и наоборот: 
а — 02—(а-- 2) (@&-— 5. 


Таким образом, двучлен, представляющий собой квадрат одного 
числа без квадрата друзого числа, можно заменить произведением 
суммы этих чисел на их разность. 


Напр.: 1) 1” —4-==52 — 2? —=(5 1 2)(1—2). 
2) 9—1 == у — 18 = (УИ (у—1). 
3) 94°— == (ва) — (5) = («+ 3) (3—5). 
4) 255? — 0,01 = (51) — 0,1? = (5х - 0,1) (55 — 0,1) 
5) т — п = (9?) — (12) == (т? -| п?) (т? — и?) = 
== (212-22?) (т -- в) (т —»). 
6) 1 — (== 1] “—@— 1] = 
—=({-т— 1) (1—1 =21—1. 
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в) Так как (@-- В) == 0-26 № и (а— 9? = а* — 246 + 63, 
то и наоборот: 


а? ав -- 6? = (а- 6) =@- (ат 5 
а — Ра —(а— В)? = (а— 9 (а— 0. 


Значит, третчлен, представляющий собой сумму квадратов 
каких-нибудь двух чисел, увеличенную или уменьшенную на удвоен- 
чое произведение этих чисел, можно заменить квадратом суммы 
чли разности этих чисел. 

Примеры. 
1) а*-|-2а-—1. Так как 1==12 и2а==23а -1, то 
а 2а--1==<а-- 1). 

2) 4-4 — 457. Здесь 414 ==(27)?, 4 =2? и 441=25*.9; ПОЭТО- 
му: 24-4 — 412 — (1°— 2). Можно также написать, что 2*--4— 
— 44? = (2 — 5?)?, так как двучлены 1}—2 и 2 — 4?, будучи воз- 
вышены в квадрат, дают трехчлены, отличающиеся только по- 
рядком членов: 


(22 — 2) 4% — 412 |4; (2 — 1")? —4 — 41° | 14. 


И 


$) —х--25:57 -- 0,01. Здесь есть два квадрата: 251? = (51)? и 
0,01 =0,12, Удвоенное произведение чисел 5х и 0,1 составляет: 
2.55.0,1==1. Так как в данном трехчлене оба квадрата стоят 
со знаком |, а удвоенное произведение (т.е. х) со знаком —, то 


—- 254? -- 0,01 =2512 —#-[- 0,01 = (55 — 0,1)? == (0,1 — 52). 
4) — 1? — у? |- ху. Вынесем знак— за скобки: — (2 1 у2— 259). 
Трехчлен, стоящий в скобках, очевидно, есть (х— у)*. 
Значит: 


— 2 — уху — (ру — ту — фу = (уф. 
г) Иногда многочлен можно разложить на множители по- 
средством соединения езо членов в некоторые группы. 


Напр.: 1) ах чу 65 | Ву== (ах ау) | 65 5у) = 
—=а(8 + афу=ел-у (а-0. 
2) 12 — 47 — 3272 -- 13 = (12 — 45) — (31°— 43) == 
—4(3 — 1) —1? (3 — т) =(3—2) (4—1?) = 
—=(3— хх) 2-х) 2—%. 

3) т? и? — 2тт — р? = (17 и? — эт) — = 

— (ий — ®)? — = (тя (тп. 
4) 12 -— ур ву— 9 = — (1 — ви 9) = 22 — (у— 3)? = 

= [-Р(у—3)] №— 9—3] = (2 у— 3) (#2 —у- 3. 
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Глава шеетал 


Алгебраические дроби. 


76. Отличие алгебраической дроби от арифметической. Как 
мы уже говорили раньше (8 73), частное от деления двух алгеб- 
раяческих выражений в том случае, когда деление только ука- 
зано, называется алгебраической дробью. Таковы, напр.» 
выражения: 

а аф+о 22—«-5 
6’ е— а’ х+ё 


В таких выражениях делимое называется числителем, 
делитель —знаменателем, а то и другое — членами дроби. 

Вспомним, что и арифметическая дробь тоже предетавляет 
собою частное от деления чиелителя на, знаменатель. Так, дробь 3/, 
не только означает три таких доли, каких в единице содержится 
пять; дробь эта также означает пятую часть трех едн- 
ниц, т. е. она есть частное от деления 3 на 5. Но отличие 
алгебраической дроби от арифметической состоит в том, что 
арифметическая дробь есть частное от деления одного целого 
положительного числа на другое целое положительное число, 
тогда как алгебраическая дробь есть частное от деления ка- 
ких угодно чисел, как целых, так и дробных, как положн- 
тельных, так и отрицательных. Напр., выражения: 


25 —08 —№Ю 


— 2,’ — 


нельзя назвать дробями арифметическими; это будут частные 
случаи дробей алгебраических. Таким образом, алгебраическая 
дробь представляет собою понятие более широкое, чем дробь. 
арифметическая; она включает в себе дробь арифметическую. 
как частный случай. 

Однако, несмотря на такое различие, все свойства арифме-- 
тической дроби принадлежат, как это мы увидим в этой главе, 
и алгебраической лроби. 

77. Основное свойство дроби. Так как дробь есть частное 
от деления числителя на знаменатель, а частное не изменяется 
от умножения (или деления) делимого и делителя на одно н 
то же число (кроме нуля) (3 34, е), то это же свойство принад- 
лежит и дроби, Т. е. величина дроби не изменяется, если ее 
числитель и знаменатель умножим (или разделим) на одно и 
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то же число (кроме нуля). Напр., если мы умножим 
я знаменатель дроби 


— 3 


—» 
145 


положим, на —1/,, то будем иметь; 


10 
прежняя дробь _2 : т = эт; 
7 4 8 
новая дробь: [(- З). —%)] ; [5 . (- <) =(+5 
8-45 _ 360 №. 
9.8’ 


мы видим, что величина дроби осталась прежняя. 


числитель 


Пользуясь этим свойством дроби, мы можем выполнять над 
элгебраическими дробями такие же преобразования, какие в 
арифметике указываются для дробей арифметических, т. е. мы 


можем сокращать, если возможно, дроби и приводит 
нужно, к одному знаменателю. Рассмотрим эти прео 
и укажем еще некоторые, которые в арифметике 
зяются. 

78. Приведение членов дроби к целому виду. 
чится, что члены дроби сами содержат в себе дроби, т 


ь их, если 
бразования 
не приме- 


Если слу- 
о, умножая 


их на выбранное надлежелцим образом число или на алгебраи- 
ческое выражение, мы можем освободиться от этих дробей. 


Примеры. 

Зи. За 

}) умножив оба члена на 4, получим зу. 
та Та. 35а 

2) эззь а м о 
2/28. 16т 

) [в ) з Е] ‘' 24 ” 1 * 

ах —1 а21 —т 

4) ЕЁ. » ‚ „ТХ » #1‘ 
1—- — 


79. Перемена знаков у членов дроби. Переменить знак на 
противоположный перед чиелителем и знаменалелем дроби — 
это все равно, что умножить их на — 1, от чего величина дроби 


не изменится. Так: 
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Заметим, что если переменим знак перед каким-нибудь, 
одним членом дроби и в то же время переменим зиак перед 
самою дробью, то велвчина дроби тоже не изменится; напр.. 


—10 __ (0 , 10 __ 
а = — 5; —ъ =— 65; ра = — 5. 

Этими свойствами дроби можно иногда воспользоваться для 
некоторого ее преобразования; напр.: 


эт? — и? т — 21 (т -- п\(т — п) 
ттт о и =— (тр). 
— —(т— п) т—п 


$0. Сокращение дробей. Чтобы сократить алгебраическую 
дробь, надо, если возможно, предварительно найти такое алге- 
браическое выражение, на которое оба члена дроби делятся, 
и затем их разделать на это выражение. Рассмотрим, как это 
всего удобнее делать в следующих двух случаях. 

а) Возьмем дробь, у которой оба члена — целые одночлены; 


налр.: 
12а258 
2оазз * 


Коэффициенты 12 и 20 делятся на 4, а буквенные выраже- 
ния делятся на а и на 217. Значит, эту дробь можно сократигь 
на 402?: 

4а2? 
1242.3`— Зах 


Е 
20а — 5 — 5 @1 


(над дробью мы написали те общие множители, на которые 
дробь сокращаем; вместо деления Зах на 5 мы разделили на 5 
только коэффициент 3). 

6) Если у дроби числитель или знаменатель (или тот п 
другой) — многочлены, то надо предварительно разложить 
эти многочлены на множители (так, как было указано в 8 7>)}: 
если в числе их окажутся одинаковые, то на них дробь можн. 


сократить. 


Примеры. 
6.5" -- 8гу 2х (За +44) 26. 


Э.у - 129? ° Зу(3З2 4) 3%’ 


51—11 О -Ю _ #-1 1 
а +0 = 8 22—11) 
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(вместо деления на 2 поставлено умножение на 1/,, что равно- 
сильно делению на 2). 

81. Приведение дробей к общему знаменателю. а) Пусть 
требуется привести к общему знаменателю дроби со знаменате- 
иями, выраженными цифрани, напр. такие: 


Для этого разложим знаменатели на простые множители: 

3; 15=3.5; 18 =2.3.3 
и найдем их наименьшее кратное; это будет 2.3.3.5 ==90. Теперь. 
найдем для каждого знаменателя дополнительный множитель, 
на который надо умножить этот знаменатель, чтобы получить 
вместо него 90. Эти дополнительные множители будут: 90:3 ==30; 
90:15 =6, 90:18 ==5. Чтобы дроби не изменили своей величины, 
надо и числители умножить на те же числа, на которые умно- 
жаем знаменатели: 


за [3 5 
— 


а__ 30а. 24 1242. Ба 2502 


3 90’ 5—9’ 18 
{над дробями написаны дополнительные множители). 
6) Возьмем теперь дроби, у которых знаменатели — буквен- 
ные одночлены; напр.: 


-@_ 
26’ 346’ 595 


За общий знаменатель можно, очевидно, взять 30962. Допол-- 
вительными множителями тогда будут: 15а6, 106 и 6: 
15аб 105 6 
— — — 
а___ 154%. с _ 16. а__ 64 
26 `` 30а62’ За `` 30451? 502 `` Зои’ 


в) Далее возьмем дроби, у которых знаменатели мною-- 
члены; напр.: 
Е у = 
а—0’ аб’ а—6?° 


Разложим каждый знаменатель на множители. Первые два 
не разлагаются, а третий = (а --6) («— 65). Значит, общим зна- 
менателем будет а — $, и мы получим: 

аН-ь а—ь 


_—_ — 
2___ а. у _ ау 6У, ы 
а 93—91 аб а ‘а: 
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г) Может случиться, что никакая пара знаменателей не имеет 
общих множителей. Тогда надо поступить так, как это делаете 
в подобном случае в арифметике, а именно: умножить числитель 
и знаменатель каждой дроби на яроизведение знаменателеьй 
всех остальных дробей. Напр.: 


1) а 2 36. а.Бя.2р 2Ь.3т.3р Зо.3т.Б5и 
Зт ’ 5л’ 2р’ Зт.5п-2р’ 5н.Зт.2р’ 2р.8т.5 п’ 


10аяр  126тр  45етт 
ЗОтпр’ ЗОотпр’ ЗО тир” 
а 6 . а (а — 5) Б(а--5) 
а-+-6’ а—6’ (а-+5)(а—6)’ (а (а-5)’ 


1? — ай аб + 3 
8—9’ ра * 


82. Сложение и вычитание дробей. По правилу деления 
многочлена на одночлен (3 68) мы можем написать: 


ео с Щас, ава .5_ 
ГР} рт тт в в ° 

Читая эти равенства справа налево, находим: 

1) чтобы сложить дроби с одинаковыми знаменателями, можно 
сложить их числитель и под суммою подписать тот же знаме- 
зипель; 

2) чтобы вычесть дроби с одинаковыми знаменателями, можно 
вычесть их числители ц под разностью подписать тот же чи- 
слитель. 

Если данные для сложения или вычитания дроби имеют 
разные знаменатели, то предварительно их следует привести 
к одному знаменателю. Напр.: 


и и ш 
я с е __ айГ -- БР + еб __ 
) ь + а + Е БАР 
25 5ас 
” 2) Зи = __ би — 60а — 25асп? 
1ба?фе 410 ^^ 2042626 
8) +1 _ _ 27? +3 
2—2 2—2 ° 
2х — 2—2 (5—1) доп. множ.= м 1 
28—22 (2—1) —=2(%+1(2—1 |, „= 1 


Общ. знам. 2(е +1 (%—1. 


В результате вычитания получим: 


(Шо а 2х1 2—3 2—2 1 
2-02 -—0 рии -и ^ *@-+)@-0` в!" 


83. Умножение дробей. Чтобы умножить дробь на дробь. 
можно умножить числитель на числитель и знаменатель на 
знаменатель и первое произведение взять числителем, а второе 
знаменателем, т. е. 


ее а), 


Напомним объяснение этого празила в применении к дро- 
бям арифметическим. Пусть дано умножить ? 3х */,. Это значит: 
найти 4/; от ?/, (напр. найти %/, длины, равной ?/, метра). Для 
этого надо сначала найти 1/, от ?/,, а затем 4/, от ?/,. Чтобы 
найти 1/; от ?/., надо ?/, уменьшить в 5 раз; получим ?/.,. Чтобы 
найти теперь 4/, от 7/.,, надо 2/., увеличить в 4 раза; получим 5/... 
Таким образом: 


2 4_8 2:4 
$15 1 35 
Теперь мы проверим это правило и для дробей алгебраиче- 
ских, когда числа а, в, сиа булут какие угодно. Предполо- 
жим сначала, что все эти числа положительные, но не целые, 
3 дробные. Пусть, напр.: 


а==?/, =, с = и а=?\. 


Подетавим эти числа в равенство (1), вычислим отдельно 
его левую и его правую части и сравним результаты, которые 
получим (при вычислении будем руководетвоваться правилами 
деления и умножения арифметических дробей): 


а _ 2.71 __ 2.8. с 5.9 5-4. 
$ _ 3.8 31724 6'а 659’ 
а __ 2.8 5.4 _ 2.8.5.4 
$ ‘а 31 6-9 3.7.6.9 


(окончательного вычисления производить не будем). 
Теперь найдем правую часть равенства (1): 


2525 179 75. 
= зв 36; 54 = "48.4, 
че __ 2.5 , 7.9 _ 2.5.8.4 
$4 3.6 ° 8.4 `` 3.6.7.9 * 


6% 83 


Сравнивая полученные результаты, мы видим, что они оди- 
наковы, так как (согласно переместительному свойству умно- 
жжения целых чисел) 2.8.5.4—2.5.8-4 и 3-17.6.9 —3.6.1-9. 
Следовательно, равенство (1) остается верным и в этом случае. 

Теперь допустим, что какое-нибудь из чисел а, В, си 
‚сделалось отрицательным. Пусть напр., а = */, (5, си 4 имеют 


прежние значения). Тогда дробь $ сделается отрицательной, 


и вся левая часть равенетва (1) также будет отрицательное 
число. В правой части произведение ас сделается отрицатель- 
ным, и потому вся правая часть тоже будет отрицательное число. 
Абеолютная же величина у левой части и у правой останется 
прежняя. Значит, равенство (1) не нарушится. Так же убедимся, 
что равенство (1) останется верным и тогда, когда и другие 
числа сделаются отрицательными. 

Все то, что мы сейчас говорили о частном примере, может 
быть повторено о всяком другом примере; значит, равенетво (1) 
верно при всяких значениях букв а, В, си а. 

84. Деление дробей. Чтобы разделить дробь на дробь, можно 
умножить числитель первой дроби на знаменатель второй, 
знаменатель первой на числитель второй и первое произве- 
„дение взять числителем, а второе знаменателем, т. е. 


2, с 4 
а №’ 


Что это равенство верно для всяких чисел а, В, с, 4, можпо 
убедиться простою поверкою деления: умножив частное н\ 
делитель (по доказанному выше правилу умножения дробе!), 


мы получим делимое: 


с4 
аа с __ ат @& 


$6 `а 64 ЪЬ° 


85. Замечания. 1) Так как в. Ч, то правило деленил 


можно высказать иначе: чтобы разделить дробь на 9р05ъ, можно 
первую дробь умножить на обратную второй. 

2) Всякое целое алгебраическое выражение можно расема- 
тривать как дробь, у которой числитель есть это целое выр.- 


3х? 
жение, а знаменателем служит 1; напр., а=-т; За == - ит. п. 


Поэтому данные нами правила действий над дробями можно 
‚применять и к таким случаям, когда какое-нибудь из данных 
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зыражений есть целое, стоит Только это Целое изобразить 
хотя бы мысленно) дробью. Напр.: 


2" Заз 2х $3.35 2х __ За5 — 2х. 


За" — пу = ое ве а ' 
ао 4 942. 
тете тт, 
Ч. Ща. ее _ а-1 _ а 
ВТ 5% 


86. Освобождение уравнения от знаменателей. Пусть дано 
уравнение: 
55 — 1 4—2 
2 10 


$3. В 
—62/; >. 


Обратим 63/; в неправильную дробь и приведем все члены 
к одному знаменателю: 


25 —5 1—2 68 _ Би» 
10 . рю №. 


Теперь умножим все члены на 10; тогда знаменатель 10 
уничтожится, и мы получим уравнение без дробей; 


255—565 — (15—2)=66 — 55. 


Для избежания ошибки мы заключили двучлен 7х—2 в 
скобки, чтобы показать, ЧТо знак —, стоявший в данном урав- 
ненни перед второю дробью, отновитея не к 7х, а ко всему 
двучлену 7—2 (к числителю второй дроби). Раскрыв эти скобки 
по правилу вычитания, получим: 


2—5 — 1-2 =66 —5т; 
255 — 1+ 5х=606-5 —2; 235 —69; х==3. 


Таким образом, чиюбы освободить уравнение от знаменателей, 
надо привесть все члены ею к одному знаменателю и затем 
умножить их на этот знаменатель (другими еловами, отбро- 
сить ею). 


Глава седьмая. 


Отношение и пропорция; 


87. Отношение. Часто приходится сравнивать между собою 
одну величину с другой величиной, однородной ей, с целью 
узнать, сколько раз первая величина содержит в себе вторую, 
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Напр., мы с этою целью можем сравнивать вес какого-нибудь. 
предмета, с весом другого предмета, цену одного товара с ценою. 
другого товзра и т. п. Во всех таких случаях результат срав- 
нения выражается числом, которое может быть и целым, и 
целым с дробью, и дробным. Пусть, напр., мы сравниваем дливу 

а с другою длиною 


@ а $, и результат срав- 
—_—- [-—----——--41 нения оказался 
Г, Г.) целым числом 3 

—= -—— (черт. 14, левый). 

Черт. 14. Это значит, что 


длина а содержит 
в себе длину & ровно 3 раза (другими словами, а больше 6 в 
3 раза). Если результат сравнения есть целое число с дробью, 
напр. 21/, (черт. 14, правый), то это значит, что « содержит в 
себе 6 21/, раза (а больше 6 в 21/, раза). Если, наконец, резуль- 
тат сравнения есть дробь, положим 3/, (черт. 15), то а не оо- 
держит в себе 6 ни одного раза, а составляет только 3/, В. Во 
всех этих случаях результат сравнения есть отвлеченное: 
число, на которое надо умножить вторую величину, чтобы 
получить первую. Так, во взятых нами примерах: 


а—=-3; а=6.21/,; а=ф-3/. 


Результат сравнения одной величины ес другою однородною. 
величиною принято называть отношением первой величины 
ко второй. Значит, отношением од- с 


ной величины к друой однородной 
ыы 


величине называется отвлеченное чи- 6 


сло, на которое надо умножить вто- 

рую величину, чтобы получить пер- К $ 
вую. Так как это число есть частное Черт. 15. 

от деления первой величины на вто- 

рую, то отношение обозначается знаком деления. Так, можно пи- 


сать: 


$ (нли а:$) =3; $=21; = ит. п. 


Величины, между которыми берется отношение, называются 
членами отношения, причем первая величина называется 
предыдущим членом, а вторая — последующим. 
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Если величины измерены одною и тою же единицей и выра- 
жены числами, то отношение их можно заменить отношением 
этих чисел. Напр., отношение двух весов, одного в 80 з, а дру- 
гого в 15, равно отношению чисел 80 и 15, т. е. оно равно 
частному 80:15, что составляет 51/;; равным образом отно- 
шение угла в 30° к прямому углу равно частному 30:90, 
т. е. дроби 1/.. 

Сравнивать между собою приходится большею чаетью вели- 
чины положительные; поэтому оба члена отношения и само 
отношение мы будем предполагать выраженными числами по- 
ложительными. 

88. Зависимость между отношением и его членами та же 
самая, какая существует между делимым, делителем и частным. 
Так: 

а) Предыдущий член равен последующему, умноженному 
на отношение (делимое равно делителю, умноженному на част- 
ное). Если, напр., отношение некоторого неизвестного числа 5 
в числу 100 равно 21/,, то х—=100.21/, =250. 

6) Последующий член равен предыдущему, деленному на° 
отношение (делитель равен делимому, деленному на частное), 
Так, если известно, что 15:5==56, ТО х—15:5 = 3. 

в) Отношение не изменится, если оба его члена умножим 
пли разделим на одно и то же число (частное не изменится, 
если...). 

89. Приведение членов отношения к целому виду. Умножая 
оба члена отношения на одно и то же число, мы можем отно- 
шение с дробными членами заменить отношением целых чисел. 
Так, отношение 7/,:5 по умножении его членов на 3 обратится 
в отношение целых чисел 7:15; отношение 3/.,:1°],, после умно- 
жения его членов на общий знаменатель 42 обратится также 
в отношение целых чисел 27:20. 

90. Сокращение отношения. Если оба члена, отношения — це- 
лые числа, деляшиеся на какой-нибудь общий делитель, то 
такое отношение можно сократить. Так, отношение 42:12 по 
разделении его членов на 6 будет 7:2. 

91. Обратные отношения. Если мы переставим члены отно- 
шения, т. е. предыдущий член сделаем последующим, и наоборот, 
то получим новое отношение, которое называется обратным 
прежнему. Так, отношение метра к сантиметру обратно отно- 
шению сантиметра к метру; первое равно числу 100, второе 
равно обратному чиелу 0,01. 
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92. Пропорция. Заметив, что отношение килограмма к грам 
равно 1000 и что отношение километра к метру также равь 
1000, мы можем написать равенство: 


кидограмм __ километр 
грамм — метр , 


или килограмм: грамм = километр: метр, что читается так: отно. 
шение килограмма к грамму равно отношению километра к метру; 
или так: килограмм относится к грамму так, как километр от. 
носится к метру (или еще так: килограмм больше грамма во 
столько раз, во сколько раз километр больше метра). 

Равенство двух отношений принято называть пропорцией. Ко- 
нечно, величины, входящие в каждое отнощение, должны быть 
однородны; так, в нашем примере величины первого отношения — 
веса, а величины второго отношения — длины. 

Из четырех величин, составляющих пропорцию, первая и 
четвертая называются крайними членами, вторая и третья — 
‘средними членами, первая и третья — предыдущими, 
вторая и четвертая —- последующими. Последняя величина 
называется также четвертой пропорциональной к пер. 
вым трем величинам. 

Мы будем предполагать, что все четыре члена пропорции 
выражены числами; такую пропорцию мы будем называть чис- 


ЛОВОЮ. 
93. Основное свойство числовой пропорции. Пусть мы имеем 


такие числовые пропорции: 


21 


> —=1 (каждое отношение == 3) 


21|, __ 10 
з) =3 (каждое отношение = 31/,). 


Возьмем в каждой пропорции произведение крайних членов 
и произведение средних и сравним их между собою. В первой 
пропорции произведение крайних равно 21.5 =—105, и произве- 
денне среднах равно 7.15==105; во второй пропорции произ- 
ведение крайних == 21/,-3=—71/, и произведение средних==?/, + 10 == 
= 71/:. 

Таким образом, в каждой из взятых пропорций произведение 
крайних членов равно произведению средних. 
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Чтобы показать, что свойство это принадлежит всякой число- 
вой пропорции, возьмем пропорцию в буквенном виде: 


а —— 
ъ. а 


Так как каждое из двух отношений, составляющих про- 
порцию, есть частное от деления предыдущего члена на после- 
дующий, то можно сказать, что пропорция есть равенство двух 
дробей. Приведем эти дроби к общему знаменателю 64. 


а |2 
а с а@ _ съ 


а ат а’ 
Умножим теперь обе части равенства на ВЯ (от чего равен- 
ство не нарушится); тогда общий знаменатель сократится, и мы 


получим равенство: 
аа = 66, 


выражающее, что в0 всякой числовой пропорции произведение край- 
них членов равно произведенлио средних. 

Отсюда выходит, что каждый крайний член пропорции равен 
произведению средних, деленному на другой крайний, и ка- 
ждый средний член пропорции равен произведению крайних. 
деленному на другой средний. Это дает нам возможность быстро 
решать уравнения, данные в виде пропорций; напр., из урав- 
пения 


10 __ 45 
20 
о. 
выводим прямо: х = г — 4%). 


94. Обратное предложение. Положим, мы имеем 4 таких 
чнела, что произведение двух из них равно произведению двух 
остальных, напр.: 


Такое равенство мы можем превратить в ряд пропорций. 
Для этого разделим обе части на каждое из Таких произве- 
дений: 

5.30; 5.2; 12.30; 12.2, 


4 которых один сомножитель взят из одного данного произве- 
дения, а другой — из другого. Тогда нолучим 4 других равенства 
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{если равные числа разделим на равные, то получим равные), 
а именно: 


Сократив все эти дроби, найдем: 


12 _2. 12__30 5_ 2 
305’ 2 12 
Мы получим таким образом 4 пропорции, в которых край. 
ними членами служат сомножители одного из данных произве- 
дений, а средними членами — сомножители другого данного про- 
изведения. 
Подобно этому равенство 0,3.4=6.0,2 мы можем превратить 


в такие пропорция: 


03 02. 036, Я 02. 46 
6 4’ 024’ 6 0,3’ 02—03, 


или равенство: 55 =3Зу можем превратить в пропорции: 
5:3 =у:5; х:у=—=3:5, и т, п. 


Таким образом, если произведение двух чисел равно произве. 
дению двух дррзих чисел, по из этих 4 чисел можно составить 
пропорции, беря сомножители одною произведения за крайние 
члены, а сомножители друзою произведения за средние члены 
пропорций. 

95. Следствие. Во всякой числовой пропорции можно пере- 
ставить средние члены между собою, крайние члены между со- 
бою, или средние поставить на место крайних, и наоборот, тав 
как от таких перестановок не нарушится равенство между про- 
изведением крайних и произведением средних и, следовательно, 
не нарушится пропорциональность чисел. 

\/ 96. Среднее геометрическое. Возьмем пропорцию, в которой 
средние члены одинаковы; например: 


36:12 —=12:4. 
Повторяющийея член такой пропорции называется средним 


геометрическим числом двух остальных членов пропорции: 
12 есть среднее геометрическое 36 ч 4. Таким образом, если 
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требуется найти среднее геометрическое двух чисел а и Ь, то, 
обозначив его буквой т, мы можем написать пропорцию: 


‚_ 87 


Значит, среднее геометрическое двух данных чисел есть 
такое третье число, квадрат которого равен произведению дан- 
ных чисел. Напр., среднее геометрическое 25 и 4 равно 10, 
потому что 10°=25.4 1). 

97. Среднее арифметическое. Средним арифметиче- 
СКИМ нескольких данных чисел называется частное от деления 
суммы эних чисел на число их. Напр среднее арифметическое 
4 чисел: 10, —2, —8 ни 12 равно: 


агт=т:6; 
откуда 


10-4 (— 2) (— 8+ 12 10—2—8-412 __ 12 
4 — 4-8. 

Среднее арифметическое обладает тем свойством, что если 
при сложении данных чисел мы заменим каждое из них средним 
арифметическим, то от этой замены сумма не изменится. Так, 
сумма чисел 10, —2, —8 и 12 равна 12 и сумма З+: 3 3-3 
Также равна 12. Положим, напр., что производительность фаб- 
рики в течение первых четырех месяцев текущего года, срав- 
нительно с производительностью ее в декабре предыдущего года, 
повысилась: в январе на 10°/, в феврале на — 2°/., в марте 
на, —8°5/) (значит, в последние 2 месяца производительность 
понизилась) и в апреле на-- 12°/.. Тогда можно сказать, что 
среднее повышение производительности за эти 4 месяца соста- 
вляет 30 в месяц. Это надо понимать так, что произволитель- 
ность фабрики за все 4 месяца оказалась такая же, какая была, 
бы, если бы она повышалась в каждый месяц одинаково, именно 
на 30/5 (сравнительно с декабрьской производительностью). В по- 
добном же смысле говорят часто о среднем доходе, о средней 
скорости движения, о средней плотности населения и т. п. Во 
всех таких выражениях подразумевается, что речь идет о среднем 
арифметическом. 


*) Среднее геометрическое потому называется геометрическим 
(в отличие от среднего арифметического, о котором мы сейчас скажем), что 
оно часто встречается в геометрии (напр., катет есть средняя пропорционадь- 
вая величина между всей гипотенузой я прилежащим к этому катету отрезком 
тапотенузы, и пр.). 


ат 


98. Производные пропорции. Из всякой пропорции, помимо 
перестановки ее членов, можно получить еще некоторые другие 
пропорции, называемые производными. Укажем две из них, 

Если каждое из равных отношений, составляющих пропор- 
цию, увеличим или уменьшим на 1, то равенство между отно- 
шениями, очевидно, не нарушитея, Поэтому, если 


топ 
а 


а с 6 


Приведя 1 к общему знаменателю с тою дробью, к которой 
она приложена нли от которой вычтена, мы получим: 


[42 р с 1. ан _ е[4 

Ба Ра; ИЛИ = (1 
ы Ь 1 ь 

а е а. а-—ь _с—4а . 

аа И = а“ (2) 


Выведенные нами две производные пропорции мы можем 
высказать так: во всякой пропорции сумма или разность членов 
первото отношения относится к последующему члену этого отно- 
шения так, как сумма или разность членов второю отношения 
относится к последующему члену этою отношения. 


Разделим равенство (1) и (2) на данное равенетво == 


тогда знаменатели Би 4 сократятся, и мы получим еще две 
производные пропорции: 


а-+ь +4 
во (3) 
а—в е— а 

а = с › (4) 


которые можно высказать так: сумма или разность членов пер- 
6010 отношения относится к предыдущему члену этозо отноше- 
ния так, как сумма или разность членов второо отношения от- 
носится к предыдущему члену этою отношения. 

Разделив почленно равенство (1) на равенство (2), найдем 
еще следующую производную проплрцию: 


а+ь _ е+а (5} 


а—ь ва’ 
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которую можно высказать так: сумма членов первоо отношения 
относится к них разности так, как сумма членов второю отно- 
жения относится к их разности. 

Переставив средние члены, в двух производных пропорциях, 
получим еще другие производные пропорции, которые полезно 
ЗАаметить: 


а+ь $. а-ь 5 аль _а. а _ а. а-+ь _ ав 


са 4’в—-а а’ са с’ сч  с’сета са‘ 


99. Свойство равных отношений. Возьмем несколько равных. 


отношений, напр., таких: 
39 


Тб =% = (каждое отнощение == 3).. 


Сложим все предыдущие члены между собою и все после- 
дующие члены между собою и посмотрим, в каком отношении 
находятся эти две суммы. Сумма предыдущих равна: 30 6 -|- 
--15==51; сумма последующих: 10--2--5—=17. Мы видим, что 
отношение первой суммы ко второй равно тому же числу 3, 
какому равны данные отношения, так что можно написать: 


30615 Е в= 5 —1 (отношение =3). 


2+5 5 


Чтобы показать, что это свойство общее, возьмем несколько 
равных отношений в буквенном виде: 


—... (каждое отношение =). 


Так как предыдущий член равен последующему члену, умно- 
женному на отношение, то 


а=6щ, ©=а4, е—= 4, ... 
п следовательно, арее+ ... = аа. 
т. е. аре--е... = ат .. 


Разделим обе части этого равенства на сумму 6 а .-= 


Но 
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«следовательно: 
акефе+...- а с 6 


Брач е... ь -а 


Таким образом, если несколько отношений равны между собою 
110 сумма всех предыдущих членов их относится к сумме всех 
последующих, как какой-нибудь из предыдущих относится ® своему 
последующему. 

Так как всякая пропорция состоит из двух равных отношений, 
то указанное свойство принадлежит также и пропорции. 

100. Арифметическое применение. (Пропорциональное деле- 
ние.) Пусть требуется число 60 разделить на три части про- 
порционально числам 5, Ти 8. Это надо понимать так, что тре- 
буетея разделить 60 на такие три части т, у и 2, чтобы 5 так 
относился к 5, как у относится к Ти как = относится к 8, Т.е, 
чтобы 


Применяя свойства равных отношений, найдем: 


ух и 


|| 
— 
02] г 


5+7 5 
Но 
ху 2==60, 
значит: 
60 _ =. 60 у.60__2 
50 5'20 1' 20 8° 
Отсюда находим: 
_ 60-5 _(- „__ 60-7 о __ 69.8 ол: 
= 55 ==15, 9 — 5б- = 1и 2 = 50 ==24. 


101. Геометрическое применение. Пусть два многоугольника 
подобны и стороны одного будут а, В, с, 4,..., а еходетвенные, 


‹тороны другого а’, Х', с', 9,.... Тогда 
а с _@ _ 
ета‘. 
откуда 
анрфека+... _а_в _ 
ИЕ а 


т. е. периметры подобных мнозоузольников относятся, как стод- 
«твенные стороны. 
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Замечание. Производными пропорциями и свойством рав- 
вЫХ отношений можно иногда пользоваться для скорейшего 
ешения уравнения, данного в виде пропорции. Приведем 
примеры. 


Составим производную пропорцию: сумма членов первого 
отношения относится к последующему члену того же отношения 
так, как ...- Тогда получим: 


зи 
71’ 
откуда 
уд. 21 
4 
аи зз 
ан 


Составим производную пропорцию: сумма членов первого от- 
ношения относится к их разноети так, как... Тогда получим: 


2а ит а__ тн 
9 ти’ ВИ тп 
откуда, 
_ абв) 
тн 
ах х 
3) хх бо х° 


Составим новую пропорцию: сумма предыдущих относится 
к сумме последующих так, как ..: 


Теперь составим производную пропорцию: сумма членов пер- 
вого отношения отноеитея к последующему члену этого отно- 
шения так, как ...: 


«-+ь _ а. 
сх‘ 
откуда 
а 
Я‘=ц. 
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Глава восьмая. 


Пропорциональная зависимость (прямая и обратная), 


102. Пропорциональная зависимость. Каждый из опыта знает, 
что если объем воды увеличится (или уменышится) в каком» 
нибудь отношении, то и вес ее увеличится (или уменьшится) 
в том же отношении. Напр., 1л воды весит 1 жа, 8л воды весят 
2 ка, 21/, л воды весят 21/, кз и т. д. (предполагается, конечно, 
что все прочие условия, влияющие на вес воды, остаются не 
изменными; напр., вода берется одинаково чистая, при одной 
и той же температуре и пр.). Такая зависимость между объемом 
воды и ее весом называется пропорциональною зависимостью. 
Вообще, если говорят, что две величины находятся между собою 
в пропорциональной зависимости (или пропорциональны друг 
другу), то это значит, что с увеличением (или уменьшением) од- 
ной из них в каком-нибудь отношение друая тоже увеличивается 
{или уменьшается) в таком же отношении. Так, стоимость 
товара, продаваемого на весе, пропорциональна его весу; плата 
рабочим пропорциональна числу их (при одинаковых прочих 
условиях); величина дроби пропорциональна ее числителю (при 
неизменном знаменателе); площадь прямоугольника пропорцио- 
нальна его основанию при неизменной высоте и пропорциональна 
его высоте при неизменном основании и т. п. 

103. Выражение пропорциональной зависимости формулой, 
Положим, мы решаем такую задачу: 

Поезд железной дороги, двигаясь равномерно, проходит ка- 
ждый час 30 км. Какое пространетво пройдет этот поезд в а часов 
{а может быть числом целым и дробным)? 

Пусть в а часов поезд пройдет х жм. 

Расположим данные и вопрос задачи так: 


в 1 час проходится 30 км; 
ва час „ $ им. 


При равномерном движении пространство, проходимое в те- 
чение какого-нибудь времени, пропорционально этому времени. 
Поэтому х должно быть более или менее 30 и во столько раз, 
во сколько а больше или меньше 1. Значит, мы можем написать 
препорцию: 

7:30 =а:1, 
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откуда. 
х = 30а. 


Мы получили, таким образом, формулу, по которой можно 
вычислить пространство, пройденное в любое число а часов. 
Напр., в 2 часа будет пройдено 30 км Ж 2, в 31/, часа 30 км Ж 31/,, 
в 3/, Часа 30 км Х 3/,. Значит, в выведенной формуле числа х 
на будут переменные (соответствующие друг другу), число 
же 30 постоянное (означающее пространетво, проходимое по- 
ездом в 1 час, т.е. скорость движения). 

Из задач, подобных приведенной сейчас, мы усматриваем, что 
если две величины пропорциональны, то численное значение одной 
уз ниф равно некоторому постоянному числу, умноженному на 
соответствующее численное значение друзой величины. 

Обратно, если зависимость между двумя какими-нибудь пе- 
ременными величинами, которые мы обозначим у и х, выра- 
жается формулой вида у=ёх, где Ё есть некоторое постоянное 
для этих величин Число, то такие величины пропорциональны, 
так как из этой формулы видно, что с увеличением (нли умень- 
шением) величины х в каком-нибудь отношении другая величина. 
у тоже увеличивается (или уменьшается) и притом в Том же 
самом отношении. Напр., как известно из геометрии, длина С 
окружноети радиуса В выражается формулой; 


(—6,28В (С==2тВ), 


в которой В и С— переменные величины, & 6,28 — постоянное 
число; тогда мы можем заключить, что длина окружности про- 
порциональна ее радиусу. 

Постоянное число, входящее сомножителем в подобные фор- 
чулы, называется коэффициентом пропорционально- 
сти тех переменных величин, к которым формула относится. 

104. Обратная пропорциональная зависимость. Нногда слу- 
частся, что две переменные величины зависят одна от другой 
так, что с увеличением одной из них другая уменьшается и при- 
том уменьшается в таком же отношенип, в каком первая увели- 
чивается. Такие величины называются обратно пропорцио- 
нальными (а величины просто пропорциональные называются 
иногда прямо пропорциональными). Напр., число часов, 
в течение которого поезд железной дороги проходит весь путь 
от Москвы до Ленинграда, обратно пропорционально средней 
‘корости движения этого поезда, так как с увеличением скоро- 
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сти в 11/, раза, в 2 рала..., вообще в некотором отношении, число 
часов, в течение которого поезд пройдет расстояние от Москвы 
до Ленинграда, уменьшитея в 11/, раза, в 2 раза.., вообще 
в том же отношенни, в каком скорость увеличилась. Подобг: 
этому вес товара, который можно купить на данную сумму денег, 
напр. на 100 руб., обратно пропорционален цене килограмма 
этого товара; время, в течение которого выполняется рабочими 
заданная им работа, обратно пропорционально чиелу этих рабо- 
чих (конечно, при условии, что все рабочие работают одинаково 
успешно); величина дроби обратно пропорциональна ее знаме- 
нателю (при постоянном числителе), и т. п. 

Замечание. Для того, чтобы две завнеящие друг от друга 
величины были пропорциональны (прямо или обратно), не доста- 
точно только того признака, что с увеличением одной величины 
другая тоже увеличивается (для прямой пропорциональности), 
или что с увеличением одной величины другая уменьшается 
(для обратной пропорциональности). Напр., если какое-нибудь 
слагаемое увеличится, то и сумма увеличится; но было бы оши- 
бочно сказать, что сумма пропорциональна слагаемому, так как 
если увеличим слагаемое, положим в 3 раза, то сумма хотя и 
увеличится, но не в 3 раза. Подобно этому, нельзя, напр., ска- 
зать, что разность обратно пропорциональна вычитаемому, так 
как если увеличится вычитаемое, положим в 2 раза, то разность 
хотя и уменьшится, но не в 2 раза. Нужно, чтобы увеличение 
или уменьшение обенх величин происходило в одинаковое 
число раз (в одинаковом отношении). 

105. Выражение обратной пропорциональной зависимости 
формулой. Положим, мы решаем задачу: одан рабочий может 
выполнить некоторую работу в 12 дней; во сколько дней сделают 
ту же работу а рабочих? 

Обозначим искомое число буквой х и расположим для ясности 
данные и вопрос задачи так: 


- 1 рабочий исполняет работу в 12 дней 
а рабочих иеполняют „ „ х дней. 


Очевидно, что число дней, потребное для выполнения одной 
и той же работы, обратно пропорцяонально числу рабочих. По- 
этому х должно быть меньше 12 и во столько раз, во сколько 
а больше 1 (другимн словами, во сколько 1 меньше а). Зна- 
чит, отношение 5:12 должно равняться не отношению а: кав 
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это было бы при прямой пропорциональной зависимости, а обра/1- 
ному отношению 1:а. Значит, мы можем написать пропорцию: 


1:12 =1:а, 
откуда 


По этой формуле мы можем находить число дней х, потреб- 
ное для исполнения данной работы, при всяком числе а рабо- 
чих; напр., 2 рабочих окончат работу в 12/2 дней, 3 рабочих 
в 12/3 дней и т. п. Значит, числа хиа в этой формуле пере- 
мевные, & число 12 постоянное, означающее, во сколько дней 
исполняется работа одним рабочим. 

Из задач, подобных решенной сейчас, мы можем усмотреть, 
что если две какие-нибудь величины (которые мы обозначим бук- 
вами м и /) обратно пропорциональны, то численное значение 
одной из них равно некоторому постоянному числ) (обозначим его Ё)}, 
деленному на соответствующее значение друюй величины, 


К 
т.е. у=-, если у и т представляют собою соответствующие 


значения этих величин. 
Так как формулу у=А можно представить так: ту==А, то 


зависимость между обратно пропорциональными величинами 
можно высказать еще иначе: есль две величины обратно про- 
порциональны, тно произведение двух соответствующих друз другу, 
числэнных значения этих величин равно полпоянному числу. 

Обратно, если зависимость между двумя переменными вели- 
чинами выражается формулой: 


у=А или ту=А, 


где Х есть постоянное число, то эти величины обратно пропор- 
циональны, так как из формулы видно, что если величина х уве- 
личивается в несколько раз, то величина 1 уменьшается во 
столько же раз. 

Напр., из физикн известно, что при неизменной температуре 
произведение объема У данной массы газа на его упругость 
й есть величина постоянная; это, другими словами, означает, что 
упругость данной маеезы газа обратно пропорциональна его объ- 
ему (при одной и той же температуре). 
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Замечанне. Равенство у= Е может быть написано иначе, 

так: 
у—=А- т . 

В этом виде оно выражаёт, что величина у прямо Нропо].- 
циональна величине дроби-. Значит, если чиело у обратно про- 
порционально числу х, то можно также сказать, что чиело у 
прямо пропорционально обратной величине числа х, т. е. с. 
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ОТДЕЛ ТРЕТИЙ, 


ГРАФИЧЕСКОЕ ИЗОБРАЖЕНИЕ ФУНКЦИЙ. 


Глава первая. 


Понятие о функции и координатах. 


106. Понятие о функции, Если какая-нибудь величина, зави- 
епт от некоторой другой величины, то принято говорить, что 
первая величина есть функция второй (или от второй). Так 
вес воды, наполняющей какой-нибудь сосуд, конечно, зависит 
от вместимости этого сосуда (при изменении вместимости изме- 
няется и вес воды); поэтому можно сказать, что этот вес есть 
функция вместимости сосуда; вес керосина, сгорающего в лампе, 
есть функция от времени, в течение которого горит лампа; 
длина хорды, проведенной в круге, есть функция расстояния 
этой хорды от центра круга, и т. д. 

Вели величина, от которой другая величина есть функция, 
может быть изменяема произвольно, то она называется пере- 
менной независимой (величиной); сама же функция может 
быть названа переменной зависимой 1), Если, напр., мы 
рассматриваем завиенмость длины хорды данного круга от ее 
расстояния от центра, то это расстояние есть величина пере- 
менная независимая, а длина хорды, которая есть функция 
от этого расстояния, предетавляет собой переменную зависимую, 
Те величины, которые предполагаются неизменяющимися, назы- 
ваются величинами постоянными, Напр., при исследовании 
зависимости между длиною хорды круга от ее расстояния от 
центра мы предполагаем, что длина радиуса этого круга не ме- 
няется; тогда эту длину можно рассматривать как постоянную. 


{) Переменная независимая называется также аргументом функции. 
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Функции бывают не только от одной переменной независи- 
мой, но и от двух, трех и более. Напр., длина пути, пройден- 
ного поездом железной дороги, зависит и от окорости, с какою 
движется этот поезд, и от времени, в течение которого был прой- 
ден путь; значит, длина пути в этом случае есть функция от 
двух переменных независимых: скорости и времени. 

Зависимость между функцией п переменными независимыми 
часто может быть выражена формулой, связывающей между 
в0бою числа, измеряющие эти величины. Так, мы видели, что 
прямая пропорциональная зависимость выражается формулой: 
у={л, обратная пропорциональная зависимость выражается 
формулой: 9=^, ит, п. 

Если функция зависит от одного переменного незавиеимого 
числа (о таклх функциях мы н будем теперь говорить), То это 
число обозначается большею частью буквою т, а сама функция — 
буквою у. Числа, которые предполагаются поетоянными, мы бу- 
дем обозначать первыми буквами алфавита; а, В, с. 

Когда мы рассматриваем зависимость между фувкцией и пере- 
менным независимым чнелом х, нам важно ясно предетавлять себе 
не только то, что функция изменяется при изменении переменно- 
го независимого числа, но и то, как происходит это изменение. 
При этом нет надобности, чтобы функция была задана в виде ка- 
кого-либо алгебранческого выражения; она может быть задана не- 
сколькими своими значениями, найденными, положим, из опыта. 

Примеры такнх% эмпирических (опытных) функций ука- 
заны в следующем параграфе. 

107. Графики температуры, влажности и пр. При лечении 
многих болезней доктору очень важно знать, как изменяется 
температура больного в течение хода болезни. Для этого поль- 
зуются особым медицинским термометром Цельсия, на котором 
проставлены градусы (от 35° до 42°), разделенные на десятые 
доли. Термометром этим измеряют температуру больного по не- 
сколько раз в день, папр. утром, среди дня и вечером, и ре- 
зультаты чзмерения записывают. Положим, напр.. температура 
больного за первые 4 дня болезни была следующая: 


1-й день 2-й день 3-й день 4-й лень 


Утром. ... 36,7 38 37,4 38,5 
Днем.... 37 33 33 39 
Вечером .. 37,5 38,5 39 39,2 
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Чтобы процесс изменения температуры в зависимости от 
времени сделать наглядным, прибегнем к графическому его из- 
ображению. 

Для этого на горизонтальной прямой Ох (черт, 16) отложим 
произвольной длины равные деления, которые будут у нас озна- 
чать промежутки времени между двумя последовательными из- 
мерекнями температуры. На другой прямой Оу, перпендикуляр- 
ной От, также отложим произвольной длины равные деления и 
условимея, что каждое из них будет соответствовать, положим, 
0,2 градуса температуры. Внизу поставим 36° (предполагая, что 
температура больного не будет ниже 86°), затем через 5 делений 
37°, потом снова через 5 делений 38° и т. д. Проведя затем из 
всех точек, разграничи- 
вающих деления, пря- 
мые, параллельные ли- 
нням Ох и Оу, мы легко 
нанесем на полученную 
таким образом сетку 
точки, соответствующие 
наблюденным — темпера- 
турам. Так, на первом 
слева  перпендикуляре 
возьмем точку,  соот- 
ветствующую (приблизн- 
тельно) 36,7°, на втором перпендикуляре — точку, соответствую- 
щую 375, п т. д. Проведя через все полученные точки ломаную 
линию, мы получим график (чертеж) температуры больного; 
этот график наглядно изображает нам процесс изменения тем- 
пературы за 4 первых дня болезни. 

В приведенном нами примере температуры больного отрезки, 
откладываемые на прямых Ох и Оу, выражались положитель- 
ными числами. Но иногда бывает необходимо откладывать и 
отрицательные отрезки. Положим, напр., мы наблюдали темпера- 
туру наружного воздуха в течение недели ежедневно в полдень 
ий результаты записали в такой таблице: 


Воскрес. Понед. Вторн. Среда, Четверг | Пятница | Суббота, 


— оч | + | Ч | че | в 
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Чтобы выразить изменение этих температур графиком, при- 
дется откладывать температуры — и положительные, и отрица- 
тельные. Это можно сделать, если условимоя положительные 
температуры откладывать вверх от точки О, & отрицательные 
вниз от нее, Тогда мы получим такой график (черт. 11). 

Подобно этому часто 
составляют графики 
влажности воздуха, 
графики атмосферного 
давления и пр. Суще- 
ствуют даже самопн- 
шущие приборы, кото- 
рые, раз пущенные в 
ход, сами собой вычер- 
чивают на особой бу- 
маге кривую темпера- 
туры воздуха или кри- 
вую атмосферного да- 
вления и т. п. 

Мы перейдем теперь 
к более подробному 
рассмотрению графи- 
ческого изображения функций; мы увидим при этом, что изо- 
браженные на чертеже функции представляются нам значительно 
яснее, чем мы их представляли себе без чертежа. 

Ознакомимся сначала с тем, что называется координа- 
тами точки, расположенными где-нибудь на данной плоскости. 

108. Координаты точки. Возьмем две взаимно периендикуляр- 
ные прямые хх’ и уу’ (черт. 18), пересекающиеся в точке (). 
Примем, далее, какой-нибудь отрезок прямой (равный, напр., 
сантиметру) за единицу длины и условимся откладывать зна- 
чения переменного независимого числа х на прямой 72", начиная 
от точки О, как начала, причем положительные значения т бу- 
дем откладывать вправо от О, а отрицательные — влево от 0. 
Таким образом, отрезок О.А выразит нам значение х, равное 
+1, отрезок ОВ— значение х, равное -|-2, отрезок ОС — значе- 
ние х, равное — 3, и т. п. Сама точка О представляет значение, 
равное нулю. Значения функции у, соответствующие этим значе- 
ниям 1, мы условимся откладывать на прямых, проведенных че- 
рез точки А, В, (,... параллельно уу’ (нначе сказать, на перпен- 
дикулярах к прямой 175’, причем положительные значения 


Черт. 17. 
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функции мы будем откладываль вверх от прямой хт,а отри- 
цательные — вниз от нее. Еслн, напр., при х==1/, значение фун- 
кции у будет 11/, то на прямой тт’ мы возьмем отрезок ОД = 
=—35-1/,, и восстановим перпендикуляр ДЕ, равный -{- 11/,; тогда, 
получим точку Е, которая выразит нам значение у=-- П/ при 
т==1/,. Равным образом, точка В выразит значение у, равное —13/+ 
при х==— #1/., инт. п. 

Заметнм, что точки Ё, А,.. мы можем получить несколько 
иначе, & именно, вместо того, чтобы на перпендикулярах ОЕ, 


ЕК,. . откладывать 
отрезки, вырзжаю- 
шие значения у, мы 
можем их отклады- 
вать на прямой уу, 
начиная от точки 0), 
и затем из концов 
этих отрезков прово- 
дить прямые, парал- 
лельные 72’ до пере- 
сечения с соответ. 
ствующими перпен- 
дикулярами. Так, 
отложив ОГ=--11/, 
и проведя Г.Е || Ох, 
мы получим точку 
Е, т. е. ту самую 
точку, которую рань- 
ше мы  получи- Черт. 18. 
ли, отложив РЕ= 

—=--11/.. То же самое можно сказать о точке К и о всех 
других подобных точках. Вот почему горизонтальную пря- 
мую принято обозначать буквами т5’, а вертикальную — бук- 
вами уу’: на первой откладываются значения переменного не- 
зависимого числа 1х, на второй можно откладывать значения 
функции у. 

Отрезки ОР, ОЕ,..., откладываемые на прямой хх’ и выра- 
жающие значения переменного независимого числа т, называются 
эбециссами (ОР — абецисеа точки Е, ОР — абецисса точки К 
нт. д.); отрезки РЕ, ЕК,..., откладываемые на перпендикулярах 
к 27’ (или на прямой уу) и выражающие значения функции у, 
называются ординатами (РЕ — ордината точки Е, ЕК — орди- 
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ната точки К ит.д); те и другие совместно называются Воор- 
динатами точ-к Е, К. 

Неограниченная прямая 74’, на которой откладываются абс- 
циссы, называется осью абсцисс или осью 2-0в (ось иксов); 
неограниченная прямая уу, на которой (пли параллельно кото- 
рой) откладываются ординаты, называется осью ординат или 
осью у-ов (ось игреков); та и другая прямая совместно назые.- 
ются осями координат. Точка О называется началом 

координат 1). 


У Очевидно, что при 
ом ы 


м’ данных координатных 
------ | осях и при данной 
, | единице длины ка- 


---4----оР ждой паре чисел, при- 
к нятых за координаты, 
соответствует на пло- 
скости одна опреде- 
ленная точка. Напри- 
мер, как видно из чер- 
тежа 19, следующим 
парам чисел (1, 3), 
(—2, 21/.), (—21/,,—3), 
(11/,—2) (принято из 


чо с о оо 


6---------- двух чисел,  поста- 
2/’ вленных в скобках, 

. первое число прини- 

Черт. 19. мать за абоциссу, & 


второе —за ординату) 
соответствуют точки: М, ЛГ, М", М". И, наоборот, каждой точке 
плоскости соответствует определенная пара чисел, которую 
можно принять за координаты этой точки. Например, если возь- 
мем какую-нибудь точку Р, то, опустив из нее на ось 5-ов пер- 
пендикуляр РФ и измерив принятой единицей отрезки ОО и РО, 
мы получим абсциесу и ординату этой точки (на нашем чертеже 
У точки Р абсцисса оказывается --2 и ордината -|- 11/,). Если 
возьмем точку на оси 2-ов, то ордината ее, очевидно, будет нуль, 
а абсцисса — положительное или отрицательное число, измерягз- 


Определение положения точки на плоскости посредством двух указанн!:х 
координат введено было французским математиком Рене Декарто.м (1599 г.— 
1650 г.), почему координаты эти называются декартовы ми. 
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шее ее рлестояние от точкч О; таковтт. например, точки М (3, 0) 
и М! (—1/, 0). Если точка взята на оси у-ов, то ее абецисеа 
равна нулю, а ордината есть число, измеряющее ее расстояние 
от 0; таковы, например, точки К (0,1) и А' (0, —21/.). 

У начала координат абециеса и ордината, очевидно, равны 
нулю. 

Покажем теперь, как, пользуясь такими координатами, можно 
наглядно изобразить изменение данной функции при цомощи ве 
гр-фыка. Начнем с самой простой функции, 


Глава вторая. 


График пропорциональной зависимости (прямой 
и обратной). 


109. График пропорциональной зависимости. Как мы видели 
(3 103), пропорциональная зависимость (прямая) выражается фор- 
мулой у==йх, в которой Ё есть постоянное чиело (коэффициент 
пропорциональноети). Предположим, что к =2 и мы желаем грз- 
фически изобразить функцию: у=2х. Для этого дадим пере- 
менному числу 1х какие-нибудь частные значения, например 
такие: х==0, 1, 2, 3,... и вычиелим соответотвующие значения 
функции у. Для ясности расположим те и другие в такой та- 
блице: 


а [01234] 56 `|.. 


| 


Конечно, мы не можем поместить в таблице всевозможные 
значения хи 9, так как всех значений, очевидно, бесчисленное 
множество. Однако мы легко можем сообразить, что если 5 изме- 
няется, положим, от 2 до 3 непрерывно (т. е. переходя че- 
рез все возможные числа, заключенные между 2 и 3), то у будет 
изменяться тоже непрерывно (переходя через все возможные 
числа, заключенные между 4 и 6). Например, при таком изме- 
нении числа х функция у может сделаться равной 4,1; для этого 
нужно только, чтобы чиело х сделалось равным 4,1:2, т.е. 2,05, 
что непременно произойдет при непрерывном изменении х от 2 
До 3. Таким образом, хотя наша таблица содержит только неко- 
торые значения 1 и у, мы из пее все-таки видим, что когда д 
получит какое-нибудь значение, промежуточное между указан- 


[02468110 |121]... 
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ными в таблице, то и у получит значение, промежуточное между 
указанными в таблице. 

Теперь, начертив координатные оси и выбрав едипицу длин 
(положим ОО, черт. 20), построим точки О, ЛГ, ЛГ, М",..., коор- 
динатами которых служат значения хи 9, помещенные в нашей 
таблице. Так, О будет точка, имеющая координаты х=0, у=0, 
точка М имеет координаты х==1, у==2, и т. д. Сколько бы м, 1 
таквх точек ни построили, все они должны лежать на одной п 
той же прямой. Для доказательства этого возьмем какие-нибудь 
3 соседних точки, например О, ЛГи М’, и, соединив прямыми 
точку Ос ЛГ и затем точку Ме М', по- 
кажем, что прямая Л[1[’ составляет про- 
должение прямой ОЛГ. Для этой цели про- 
ведем МР (продолжение МД) и сравним 
между собою 2 прямоугольных тр-ка (по- 
крытые штрихами). У них О —= МР= 1! 
п 41/0=М'Р==?2, и потому тр-ки раэв- 
ны, и, следовательно, / Л! МР = / МО; 
поэтому прямая ЛМ’ составляет продол- 
жение прямой ОМ. Значит, три точки О, 
Ш н М’ лежат на одной прямой. Все ска- 
занное об этнх трех точках может быть 
повторено о всяких других трех соседних 
точках; значит, все точки должны лежать 
Черт. 20. на одной прямой. 


Чтобы сделать доказательство общим, можем рассуждать так. Назначим л.я 
= два произвольных числа: х=а и ==; тогда для у получим два соответ. 
ствующих значения: у = Ка п у = А. Пусть (черт. 20) Об =а, 05 =6, 9М='! 
и 5$ М! — АБ. Проведя прямые 011 и ОМ’, мы получим два тр-ка ООМ и 05’, 
которые подобны, так как они содержат по равному углу (прямому), лежаще“) 
между пропорциональными сторонами (09; 05 =а:6и ОМ: 5 = Ка: #6 ==а:ь. 
Ведедствие этого Д №09 -—= / М'О$5, и потому точки О, М и М' лежат на од- 
ной прямой, Таким образом, всякие две точки (21 и 1/'), удовлетворяющие фор- 
музде у — Ёх, оказываются лежащими на прямой, проходящей через О. 


Итак, зрафик пропорциональной — зазисимости  (у=иг) 
есть прямая, проходящая через начало координат ш через 
точку (11), у которой абсчиеса есть 1, а ордината равна 
коэффициенту пропорциональности (в нашем примере она 
равна 2). 

110. Замечание. Если в функции у=2х мы будем давать 
числу х отрицательные значения, например такие; 
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2 |1 —2|-3|-—4 ... 
у | —2|-—4'—6|-8|... 


то и для у получим отрица- 
тельные значення. Тогда гра- 
фик функции будет прямая 
ОХ’, расположенная в угле 
Оу и составляющая про- 
должение прямой ОМ, по- 
строенной нами раньше 
(черт. 21). 

111. Изменение положения 
прямой в зависимости от ко- 
эффициента пропорциональ- 
ности. Построим еще на одном 
и том же чертеже (22) пря- 
мые, выражающие функции: 


1. 
у=5 2; у=1; у==2х, Черт. 21. 


у которых коэффициенты положительные пн притом возрастают. 
Нз чертежа мы видим, что по мере возрастания коэффициента 
пропорциональности прямая отклоняется все более и более от 


С 


Черт. 22, Черт. 23. 


оси 2-ов, приближаясь к оси у-ов. Таким образом, коэффициент 
Е в функция у-==Кх характеризует собою угол, составленный 
прямою с полуосью Ог; поэтому чиело Ё называется также 
угловым коэффициентом прямой, выражающей графически 


функцию у=Ах. Так как из этой фучкции видно, что к == * ‚то 


т . 
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можно сказать, что угловой коэффициент равен отношению 
кого-нибудь значения функции (какой-нибудь орданаты) к 
ответствующему значению переменного независимого (к соотг 
ствующей абециссе), так что если функция изображается п 
мою ОЛ (черт. 23), то 


Г.И 
=—о, ==. . ‚= а. 


(Как известно из геометрии, в прямоугольном тр-ке отношение 
одвого катета к другому катету равняется танзенсу угла а, п]о- 
тиволежащего первому катету.) 

Полезно заметить, что если А—=1, т. е. если функция имест 
сид: у==х, то прямая, изображающая ее, есть биссектриса пря- 
мого угла тОу (тогда тр-к ОАМ, черт. 23, равнобедренный, 


у 


Черт, 24. 


пн / «= 455). Если к ==0, т. е. если 
фувкцвя имеет вид: у=0, то пря- 
мая сливается с осью От. 

Положим теперь, что коэффи- 
циент Ё будет отрицательное чи- 
сло, например и=— 25. Тогда по- 
ложительным значениям х будут 
соответствовать отрицательные зиа- 
чения 1, и наоборот: 


2| 112 3 4]...|-- 
у ив ‚..-| 2 4 61. 
Тогда мы получим прямую АГ, 
расположенную в углах хОуи 
хОу' (черт. 24). В этом случае угол, 
образованный прямой с полуосью 
Ох, будет тупой ГОх, и тангено его 
равен — 2. 

Значит, когда коэффициент й# по- 


ложительный, тогда прямая подымается вверх (от точки О вправо), 
вогда же коэффициент отрицательный, прямая опускается вниз. 


12. 


График обратной пропорциональности. Такая пропор- 


цпональность выражается, как мы видели (3 105), формулой: 


у=и, илн у=А 


Построим график Частного влучая, когда Ё=6, т. е. когда 
И: 
функция будет: у=. 
Составим таблицу значений этой функции, например такую: 


212345678 
| 


'... 
ув 321% 1 || |... 

По поводу этой таблицы мы и здесь можем сделать такое же 
замечание, какое делали раньше, когда говорили о графике 
функции у=2х, а именно: если 4 будет переходить через все 
возможные значения, промежуточные между указанными в та- 
блице, например через значения, заключающиеся между 1 и 2, 
то и у будет получать промежуточные значения, заключающиеся 
между 6 и 3. Например, у может при этом сделаться равным 
51/); для этого надо только, чтобы число х получило значение, 


6 . . 
при котором =; = 51/,, т.е. чтобы 2==6:51/, =6: 1], ==12/ == 1, 


что, конечно, произойдет при непрерывном изменении 5 от 1 до2. 
Нанеся значения, указанные в таблице, на чертеж и обведя 
все полученные на графике точки непрерывной кривой (от руки 
или помощью 0с0бой чертежной ли- 

и нейки, называемой лекалом), мы по- 

лучим график обратной пропорцио- 


нальной зависимости у=о (черт. 25). 


Обратим внимание на следующие 
особенности этого графика: при не- 
ограниченном увеличении абсцисвы 5 
(1—9, 10, 11, 12,...), ордината кри- 
вой все уменьшается, приближаясь 
к нулю, так что кривая, по мере ее 


продолжения направо, все ближе и ближе подходит к оси 2-ов, 


6 
но, однако, никогда ее достигнуть не может (дробь т никогда не 


чя+ 


может сделаться равной нулю). Равным образом, если для хбу. 
дем брать дроби 1/„, 1/,1/) ит. д., все приближающиеся к нулю, 
то у будет все более и более возрастать (у==12, 24, 48,.....), так 
что ветвь кривой, при продолжении ее налево, неогранг- ченн 
подымается вверх, приближаясь в то же время все более и боле 
к оси у-ов, но достигнуть ее никогда не может (при = 


дробь 5 перестает существовати). 


Чертеж 26, сделанный в более крупных единицах, чем г-тредъ. 
` } 


идущий чертеж, представляет три графика функции = 
при Ё=2, 1, 1/.. Они имеют те же особенности, как и график 
предыдущего чертежа, 


отличаясь друг с ‘тдру. 
га, только большею или 
меньшею вдав пени. 
стью к вершине! при. 
мого угла. Вслюбще 
график функции у 
есть так назыв :3емая 
гипербола, со с —зойет 
вами которой мь озна. 
комимся впослед, ЭтТвии, 
Заметим, чтс., для 
таких чертежей — воем 
удобнее брать так называемую канвовую (сетчатую) бу-магу, 
которая равноотстоящими горизонтальными и вертикале»ными 
прямыми разделена на малые квадратики (например на кв. драт- 
ные миллиметры; тогда бумага называется миллиме тро- 
вою). Прямые Ох и Оу надо брать на этой бумаге так, чтобы 
они совпадали с какими-либо ее прямыми. За единицу Гллинн 
тогда берут одно или несколько делений бумаги (наприм «р ва 
миллиметровой бумаге — миллиметр или сантиметр). 


Глава третья. 
График двучлена первой степени. 


113. Задача. Длина железного стержня при температуре @ 
составляет 1 метр; определить, какая длина $ окажется у 9710г 
стержня, когда он будет нагрет до {°, если известно, что © Е 
ждым градусом нагревания длина стержня увеличиваете: я #8 
0,000012 той длины, которую стержень имеет при 0°. 
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При нагревании нё& один Градус длина стержня, разная при 08 
одному метру (= 100 см), должна увеличиться на 100-0,000912 см, 
т, е. 0,0012 см. Удлинение при нагревании на ® должно быть 
в { раз более, чем при нагревании на один градус; поэтому все 
удлинение будет 0,0012$см. Приложив это удлинение к началь- 
ной длине стержня (при 0°), т. е. к 100 см, получим длину при 
температуре & 

{—100- 0,0012# (см). 


Если температуру & до которой нагрет стержень, будем рас- 
сматривать как переменную величину, То длину $ мы можем 
рассматривать как функцию температуры. Обозначая, по обще- 
принятому, переменную независимую величину через х, а функ- 
цию буквою у, мы можем зависимость между длиною стержня 
и его температурой выразить такою формулой: 


у=100-{ 0,0012 2. 


114. Двучлен первой степени. Алгебраическое выражение, 
представляющее собою двучлен, в котором один член содержит 
переменное число (в первой степени), а другой член есть число 
постоянное, называется двучленом первой степени. Впри- 
веденной выше задаче длина стержня выражается двучленом 
первой степени относительно температуры. Функции такого рода 
часто встречаются при решении многих задач и вопросов. Общий 
вид двучлена первой степени может быть выражен так: 


у—ат ЕВ, 


где буквы а и 6 обозначают постоянные числа, положительные 
или отрицательные (иногда и нуль), & х- переменное чиело 
ипособное принимать всевозможные численные значения; буква 
у означает величину самого двучлена, соответствующую взятой 
величине т. 

Корнем двучлена называется то значение переменного 
числа т, при котором двучлен обращается в нуль. Чтобы найти 
такое значение, надо приравнять двучлен нулю и решить полу- 
чившееся от этого уравнение. Так, корень двучлена 1/5 --2 
получится, если решим уравнение 11/, 5 2=0: 


Прх=— 2; Ш: = — 1, = — ПИ. 
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115. График двучлена первой степени. Возьмем какой-ниоудь 
частный случай двучлена, например: 


УИ, т 2. 


Отбросим пока число 2 и возьмем более простую функцию 
у= П/, т. Функция эта выражает пропорциональную зависимость 
между уит и потому графически изобразится, как мы знаем 
{$ 109), прямою (черт. 27), проходящею через начало координат 
и через точку М, у которой абецисса есть 1, а ордината 11/.. 
Если переменному числу 
1 будем давать не только 
положительныезначения, 
но и отрицательные, т9 
прямая эта  продол- 
жится вниз, проходя че- 
рез точку М’, у которой 
абецисса есть —1 и 9р- 
дината — 11/,. Если те- 
перь восстановим отбро- 
шенное прежде число 
--2, т. е. возьмем фунЕ- 
цию У==ПД х-2, то 
увидим, что все ординаты 
этой функции будут 60- 
лее соответственных ор- 
динат функции у== 11/. 5 
на 2 единицы. Значит, 
график функции у= 
—11/, х--2 мы получим 
из графика функции у== 
== П/, т, если прямую ли- 
нрю ММ’ перенесем параллельно самой себе вверх на 2 единицы. 
Для этого отложим на оси Оу отрезок ОА ==2 и через точку А 
проведем прямую, параллельную 1/11’. Эта прямая и будет 
служить графиком функции у== 11|, х--2. Абецисса ОД точки, 
в которой эта прямая пересекается с осью х-ов, равна корню 
двучлена, так как при этой зэбециссе ординатау (т.е. величина 
самого двучлена) равна нулю (на нашем чертеже ОД = — 11/,). 

Если возьмем функцию 


Черт. 21. 


У=11/.х— 2, 
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то отрезок О.А пришлось бы отложить вниз от точки О, так как 
тогда все ординаты функции у=—=1/, пришлось бы уменьшить 
па 2 единицы. Мы получили бы тогда прямую А'В', параллель- 
ную ЛГЛГ' и отсекающую от оси з/-ов отрезок О! == — 2. Корень 
этого двучлена равен абециссе ОЙ точки, в которой прлмая А’В' 
пересекается с осью г-ов (на чертеже ОЁ-= -|- 11/.). 

Коли в функции у=ах --Ь коэффициент а будет число отри- 
цательное (например у=—— 11/, х--2), то вспомогательная пря- 
мая, выражающая график функции у = — 11/,т, пройдет через 
углы гОу и Оу, сообразно чему изменится и направление пря- 
мой РО. 

Таким образом, зрафик двучлена у-==ах- 6 есть прямая ли- 
ния, параллельная прямой, выражающей функцию у==ат, и отсе- 
кающая от осн у-0в8 отрезок, равный 6. 

Веледетвне того, что график функции у==ах-Р 6 есть прямая 
линия, сама эта функция называется линейной. 

Для краткости речи в дальнейшем изложения вместо того, 
чтосы говорить: „прямая, выражающая функцию у==ах -|- 5“, мы 
будем говорцть короче: „прямая у==ах-ф“. 

Угол, образуемый прямою у=ах-- В е осью х-ов, равен, ко- 
нечно, углу, составляемому © осью 1-ов прямою у==ах; следо- 
вательпо, этот угол зависит только от величины коэффициента а, 
и поэтому коэффициент этот и в общем виде двучлена ах-Р В 
называется угловым. 

Чиело $ в двучлене ах--Ь есть так называемая началь- 
ная ордината, соответствующая начальному значению 2 ==0; 
она представляет собою отрезок оси у-ов, отсекземый прямой, 
выражающей двучлен. 

Коэффициент а, как мы видели ($ 111), равен тангенсу угла, 
образованного с положительным направлением оси 5-ов пря- 
мою у=-ах (п, следовательно, параллельною ей прямою 
У=ах-Р В). 

116. Изменение двучлена у=—ах-6 с изменением 5х. Пря- 
мая у—ах, параллельно которой проводится прямая у =ах-- 5, 
проходит через углы х0Оу и т'Оу’, если а >> 0, и через углы х'Оу 
и гОу, если а<0 ($8 109, 110). Следовательно, в первом случае 
прямая у==ах--5, если раесматривать ее в направленив слева, 
направо, подымается вверх (черт. 28), а во втором случае она 
опускается вниз (черт. 29). 

Еслн примем во внимание, что отрицательные числа тем 
больше, чем меньше их абсолютные величины, то мы можем ска- 


8* 115 


зать, что при возрастании абсциссы х (например, когда х пере. 
ходит через ряд значений: ... —4, —3, —2, —1, 0, 1, 2, 3, 4...) 


ординаты возрастают, если а > 0 (черт. 28), и убывают, если ао 


Черт. 28. 


(черт. 29), причем это возрастание или убывание безгра- 
нично (конечно, если представлять себе прямые продолженными 
в обе стороны бесконечно) и притом равномерно, т. е. с уве. 


Черт. 29. 


личением т на одно и то же число (положим, на т) функция 
возрастает или убывает также на одно и то же число (поло- 
жим, на 7). 


117. Замечания. 1. Если угловой коэффициент а равен нулю, 
тогда двучлен обращается в одночлен у==ё. Это значит, что 
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в графическом изображении должна получиться такая прямая, 
у которой все точки имеют одну и ту же ординату, равную 6, 
з абсцисса может быть какая угодно. Такая линия, очевидно, 
есть прямая, параллельная оси х-ов и отсекающая от оси у-ов 
отрезок, равный 6. Значит, при 6 положительном эта прямая 
расположитея над осью х-ов, а при В отрицательном — под нею 
(черт. 30); и в том и в другом случае при изменении х функция 
остается постоянной {равной 6). 

В частности, если при а=0 еще и 6 =0, т. е. если линей- 
ная функция будет у=0, то график функции будет ось 5-ов 


Черт. 30. Черт. 81. 


(для всякой точки этой оси ордината у=0, а абсцисса произ- 
вольная). 

П. Если какая-нибудь прямая параллельна оси у-ов (черт. 31), 
то тогда ординаты точек этой прямой могут иметь произволь- 
пые значения, абсциссы же для всех точек одинаковы, а именно: 
равны положительному или отрицательному отрезку т, который 
отсекается прямою от оси х-ов. Следовательно, такую прямую 
можно выразить уравнением так: х==т (ордината у, не входя- 
щая в уравнение, остается произвольной). В частности, если 
1 ==0, то получается уравнение 5—0, выражающее, что абецисса, 
всякой точки есть 0, а ордината какая угодно. Такая прямая 
есть ось 9/-0В. 

118. Построение прямой у=ат- 6 по двум точкам. Чтобы 
построить прямую у=ах --6, можно было бы сначала постропть 
вспомогательную прямую, выражаюшую функцию у==ах, и по- 
том провести параллельную прямую, отсекающую от оси 3-ов 
отрезок 6. Но проще построить прямую у=ах--6, найдя пред- 
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варительно какие-нибуль две точки этой прямой. Положим, па, 
пример, надо построить прямую: 


1 
У=у т — 8. 


Для этого найдем координаты какпх-пибудь двух точек, 
принадлежащих искомой прямой, например, координаты тех то. 
чек, в которых прямая пересекается с осями координат. Для 
нахождения их положим в данном уравнении х=—0 и опреде. 
лим соответствующее значение у, а затем положим у=0 и опре. 
делим т; тогда найдем: 

1) если х=0, тв у=— 3; 

2) если у=0, то 1/, х—3=0 и х-=6. 

Точка с абециссой 0 и ординатой 3 есть точка Р (черт. 39), 
точка с абециесой 6 п ординатой 0 есть 0; значит, искомый 
график будет прямая РО, проходящая через эти две точки. 

Еели точки пересечения с ко- 
эрдинатными осями (или одна из 
них) не помещаются в пределах 
чертежа, то можно подыскать дру- 
гие точки, которые помещались 
бы на чертеже. 

Замечание. Для уменьше- 
ния погрешности при черчения 
прямой желательно, чтобы две точ- 

Черт. 32. ки, через которые проводптся пря- 

мая, отстояли друг от друга по 

возможности дальше, тогда некоторая неточность в положенин 

линейки (избегнуть которую очень трудно) не так много отра- 
зится на паправлении проводимой прямой. 

119. Графическое решение уравнения. Пусть требуется ре- 
шить графическим путем уравнение: 


3$ —1,5 =2- 3,5. 


Укажем два способа такого решения. 
Сцособ 1-й. Перенеся все члены в левую часть, сделаем 
приведение подобных членов: 


3% — 1,5 —х— 3,5 =0; 2 —5==0, 


В таком виде уравнением требуется найти такое значение 
числа т, при котором двучлен 2—5 обращается в нуль; дру- 
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‚ими словами, требуется найти ворень этого двучлена, Для 
этого, как мы видели, Достаточно построить график двучлена 
и наити на чертеже величину абециесы той точки, в которой 
график пересекается с осью т-ов. График двучлена 


У=8хт —5 


есть прямая линия, которую мы можем построить по двум точ- 
кам, например таким: 


1) 2=0, у=— 5; 
2) х=3, У=1. 


Черт. 34. 


На чертеже (черт. 33) мы получили прямую, которая пере- 


секается с осью 2-ов в точке с абециесой --21/;; это и будет 
корень уравнения 25—65 ==0, 


Способ 2-й. Части данного уравнения, взятые отдельно, 
представляют собою два двучлена: 


У =37—1,5 и 1.==5-- 3,5. 
Уравнение требует найти такое значение числа х, при кото- 
ром оба двучлена имели бы одинаковую чиесленную величину. 


Для нахождения такого значения построим на одном и том 
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же чертеже графики обоих двучленов, например по так, 
точкам: 


91 =31 — 1,5 рф =0 т — 
\ и=- 1,5 | и=5 
— — —2 
Уз=- 3,5 { о и 
9/а==3,5 9}: == 1,5. 


Две построенные по этим точкам прямые (черт. 34) пере» 
каются в точке, абецисса которой составляет -- 21/,. Это и 6; 
дет корень данного уравнения, так как при х=721/, ординат: 
у: и у, равны между собою и, следовательно, 3х —1 5 = 

Замечание. Графический способ решения уравнений пе 
вой степени не представляет каких-либо преимуществ с алге 
браическим приемом решения, так как такие уравнения ре 
шаются весьма просто и без графиков. Но для решения уравненн 
более сложных графический метод иногда бывает весьма поль 
зен (впоследствии мы увидим этому примеры). 
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ОТДЕЛ ЧЕТВЕРТЫЙ. 


ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ ОБ УРАВНЕНИЯХ. 
НЕРАВЕНСТВА. 


Глава первая. 


Пересмотр двух основных свойств уравнения. 


120, Предварительное разъяснение. Всякое уравнение, как 
ны знаем, есть такое равенство, у которого обе части имеют 
одинаковую численную величину не при всяких значениях букв, 
ходящих в это равенство, & только при некоторых, которые 
з таком случае называются корнями (или решениями) 
уравнення. Уравнение с одним неизвестным может иметь один 
корень, два корня и более; например, уравнение 32 -- 2==13 имеет 
один корень (5), уравнение 27 -|- 2 = 35 имеет два корня (1 и 2), урав- 
нение (2—1) (5—2) (2-1) ==0 имеет 3 корня (1, 2и—1)1) ит. п. 
Шжет даже случиться, что уравнение совсем не имеет корня, 
Таково, например, уравнение 2?:= — 4; какое бы положительное 
Юли отрицательное число мы нн подставили на место х, ква» 
Драт этого числа не может равняться отрицательному чнелу — 4. 

Два уравнения назызаются разносильными, ес. 4 они имеют 

№аковые корни”). Например, два уравнения 


= и 31-2=й 


носильны, так как у них одни и те же корни, именно 1н2; 
ВНення же 


77 =14 И 12--2=35 
о 
) Вепомних, что если какой-нибуль сомножитель равен нулю, то и произве- 
\е равно нулю. 
*) При одинаковой их кратности (см. выноску к $ 219). 
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неравносильны, так как первое имеет только один корень 3, 
тогда как второе, кроме этого корня, имеет еше особый корень 1, 

Когда, решая какое-нибудь уравнение, мы совершаем На 
ним некоторые преобразования (перенесение членов, приведение 
подобных членов и пр.), то этими преобразованнями мы заме. 
няем данное уравнение последовательно другими, более прое. 
тыми, до тех пор, пока не получим уравнения самого простого 
вида: х==а; тогда мы говорим, что это число а и есть корень 
данного уравнения. Но утвержать это безошибочно мы можем 
только тогда, когда у нас есть уверенность, что все уравнения, 
полученные при преобразованиях, равносильны данному уравне. 
чию; когда мы, например, уверены, что не может быть такого 
случая, что данное уравнение имеет два корня, а мы нашими 
чреобразованиями пришли к уравнению, имеющему только один 
«орень. 

Вее преобразования, которые нам приходилось совершать 
над уравнениями, основаны на двух свойствах уравнения, ука. 
занных нами в начале алгебры (8 39). Рассмотрим теперь эти 
свойства подробнее с целью определить, не может ли примене- 
ние этих свойств нарушить когда-либо равносильноеть урав- 
ненни. 

121. Первое из указанных свойств уравнений. Возьмем ка- 
кое-нибудь уравнение, например такое: 


2-2—=3х. (1) 


Положим, что к обенм частям этого уравнения мы прибавили 
какое-нибудь одно и то же число п (положительное или отри: 
цательное, или даже нуль); тогда мы получим новое уравнение; 


ат = зт-. (2) 


Разъясним, что это уравнение равносильно данному. Даля 
этого достаточно убедиться, во-первых, в том, что всякий корень 
уравнения (1) удовлетворяет и уравнению (2); и, во-вторых, 
обратно, в том, что всякий корень уравнения (2) удовлетворяет 
и уравнению (1}. 

а) Пусть уравнение (1» имеет кзкой-нибудь корень, напри- 
мер г==1. Это значит, что когда в это уравнение на место # 
подставим 1, То выражение 1?--2 сделается равным выражению 
3х (каждое из этих выражений обратится в число 3). Но тогда 
при х=1 суммы 1-2 ц 3х т сделаются равными, так 
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капесли к равлым чпелам (Зи 3) прибавим равные чиела (т и п), 
то И получим равные числа (3т и 3-- эт) Значит, корень 
т-=1 должен быть также и корнем уравнения (2). Если уравне- 
ние (1) имеет еще какой-нибудь корень, То о нем можно скз- 
зать то же самое, что сейчас мы говорили о корне х=1, т.е. что 
он удовлетворяет и уравнению (2). Таким образом, каЖдый 
корень уравнения (1) принадлежит и уравнению (2). 

6) Допустим, что уравнение (2) имеет какой-нибудь корень (на- 
пример т=-2). Это значит, что если в это уравнение на место х 
подетавим 2, то выражение 22--2--7? еделается равным выра- 
жению 3х и (именно, каждое из этих выражений обратится 
в чнело 6-27). Но тогда при х=2 и выражения 1? |2 и 35 
сделаются равными, так как, если от равных чисел (6 |2 и 
6—2) отнимем равные числа (7 и’7), то и получим равные 
числа. Значит, х ==2 есть также корень н уравнения (!). Еели бы 
уравнение (2) имело еще какой-нибудь корень, то о нем можно 
было бы повторить То же самое, что мы сейчас сказали.о корне 
1=2, т. е. что и этот другой корень должен удовлетво}ять 
ий уравнению (1). 

Значит, всякий корепь уравнения (2) должен быть и кор- 
нем уравнения (1). 

Если же корни уравненрй (1) и (2) одни и те же, то уравне- 
пня эти равносильны. Свойство это относитея и к вычитанию 
из частей уравнения одного и того же числа, так как вычита- 
ние какого-нибудь числа равносильно прибавленню другого числа 
с противоположным знаком. 

Таким образом, если к обеим частям уравнения прибавим, или 
от них вычтем, одно 4 то же число, то получим новое уравне- 
ние, равносильное первому. 

На этом свойстве, как мы видели {$ 41), основано перенесе- 
ние членов уравнения из одной части в другую с переменою 
знака. Теперь мы убеждаемся, что такое перенесение никогда 
не может нарушить равносильности уравнений. 

122. Второе свойство уравнений. Возьмем то же самое урав- 
нение 

2-2 —3х (1) 


3 умножим обе его части на какое-нибудь число 71, положи- 
тельное или отрицательное, но только не на нуль. Тогда полу- 
чим новое уравнение. 


(5-2) 1 —8тт. (2) 


Чтобы обнаружить равносильность этих двух уравнений, бу. 
дем рассуждать совершенно так же, как мы рассуждали отно. 
энтельно первого свойслва, & именно, покажем, во-первых, ЧТ 
всякий корень уравнения (1!) удовлетворяет уравнению {2) & 
во-вторых, обратно, что всякий корень уравнения (2) удовлетво. 
ряет уравнению (1). 

а) Пусть уравнение (1) имеет какой-нибудь корень, наприме 
т=—=1. Это значит, что когда в это уравнение на место х под. 
ставим 1, то выражение 12--2 сделается равным выраженик 
Зх (каждое из этих выражений обратится в чиело 3). Но тогда 
при х=1! и произведения (2?--2)т и Зхт еделаются равными, 
так как если равные числа (3 и 3) умножим на одно и то же 
число (1), то и получим равные числа (327 и 3»). Значит, корень 
т —1 должен быть также и корнем уравнения (2). Так как вое 
это можно повторить о всяком ином корне уравнения (1), то заклю- 
чаем, что всякий корень уравнения (1) принадлежит и урав. 
нению (2). 

6) Обратно, пусть уравнение (2) имеет какой-нибудь корень (на- 
пример т—=2). Это значит, что если в это уравнение на место: 
подставим 2, то произведения (52--2) и Зтт сделаются равными 
(каждое из них обратится в число 672). Но тогда при х=2 и вы. 
ражения 1-2 и 35 сделалются равными, так как если равные 
числа (6272 и 67) разделим на равные числа (т и т), то и полу- 
чим равные числа (6 и 6). Значит, всякий корень уразнения 
{2} должен быть и корнем уравнения (1). Таким образом урав. 
нения (1) н (2} имеютодни и те же корни, т.е. они равносильны. 

Нсли бы число т было нуль, то после умножения мы не по- 
лучили бы равносильного уравнения. Например, уравнение =? -|- 
--2—= 3х имеет 2 корня: 1и2, когда же умножим обе его части 
на 0, то получим новое уравнение: 


(4-4 2)-0=32.0, 


которое имеет бесчиеленное множество произвольных 
корней, так как произведение всякого числа на нуль равно нулю, 
Если, например, положим, что х==10, то найдем: (102--2).0= 
‘—3.10-0, Т.е. 102.0 =30-0 нли 0—0; приняв х=20, получим: 
{20?-— 2)-0=3.20-0, т. е. 402.0=60.0, или 0==0, ит. д. 
Значит, от умножения частей уравнения на 0 уравнение пе 
рестает существовать, обращаясь в очевидное тождество: 0 —=0. 
Деление обеих частей уравнения на Число, отличное от нуля 
также ведет к равносильному уравнению, так как деление ест 
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0 же умножение, Только на обратное число. Что же касается 
деления на нуль, то такое деление невозможно (8 33). 

Таким образом, если обе части уравнения умножим, чли ртз- 
делим, на одно в то же число, отличное от нуля, это полу- 
чим новое уравнение равносильное первому. 

123. Умножение или деление частей уравнения на одно и 
то же алгебраическое выражение. Иногда случается, что мы 
умножаем (или делим) части уравнения на одно и то же алге- 
браическое выражение. В этом случае надо задаться вопро- 
сом, не может ли это выражение при некоторых значениях букв 
обратиться в нуль. Кели случится, что такие значения букв 
существуют, то при этих значениях нельзя умножаль (или 
делить) части уравнения на наше алгебраическое выражение. 
Если мы 0б этом исключении забудем, то можем иногда впасть 
в ошибку. Приведем резкий пример такой ошибки. 

Пусть нам дано равенство: а =5. Преобразуем это равенетво 
таким образом: умножим обе его части на а, предполагая, что а 
(следовательно, и 6) не равно 0. Тогда получим: 


а? = а5. 
Вычтем из обеих частей этого равенства по 62; получим: 
а? — 6? — ар — В? ° 
что можно переписать так: 
(@-НВ (а—в)=Ь(а-— 5. 
Разделив теперь обе части равенства на а— 6, получим: 
а--ь =, т. е. 26 ==6 
(так как а=й) п, следовательно (по разделении обеих частей 
на 6), 2=1. Этот нелепый вывод получился от того, что мы раз- 
делили обе части равенства на а—6, не обратив внимания на 
то, что эта разность при нашем задании (а==65) есть нуль, а 
на нуль делить невозможно. 

124. Посторонние корни. Умножать обе части уравнения на 
одно и то же алгебранческое выражение приходится, между 
прочим, тогда, когда мы решаем уравнение, содержащее дроби, 
в знаменатели которых входит нензвестное. Пусть, например, 
надо решить уравнение: 

2? 2 28-2. 
те = 55+ 5. (1) 
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Обтий знаменатель всех дробей есть, очевидно, (т — 3)-. Пра, 
ведя все члены к этому знаменателю: 
а? 2 2—2 2+2 


Ре. 


отбросим его, т. е., другими словами, умножим все члены в 
(1—2): 


а =т— 2-25 --2, 
т -- 2 = 34. {5} 


Мы получили уравнение второй степени. Как решаются та. 
кие уравнения, мы увидим впоследствии; но полученное нами 
уравнение настолько просто, что мы легко можем сообразить, 
что оно имеет два корня: 1 и 2. Если это уравнение (2) равно- 
сильно данному уравнению (1), то тогда и уравнение (1) должно 
иметь те же корни 1 и 2. Но заранее ручаться за равносиль. 
ность этих двух уравнений мы не можем, так как для перехода 
от уравнения (1) к уравнению (2) нам пришлось обе части пер- 
вого уравнения умножить на алгебраическое выражение (5 — 2), 
которое при х=2 обращается в нуль, а при умножении в 
нуль равносильность уравнений может нарушаться. Значит. 
надо испытать значение х==2. Подетавив это значение в данное 
уравнение, находим, что оно принимает невозможный вид; 


(деление на нуль невозможно). 

Таким образом, корень т=2 является посторонним для 
данного уравнения. 

Мы видим таким образом, что если в данном уравнения 
имеются дроби, знаменатели которых содержат неизвестное, я 
мы освободились от этих знаменателей, умножив обе части урав: 
нения на общий знаменатель, то, найдя корни полученного 
уравнения, мы должны еще подстановкой испытать их, с целью 
определить, нет ли среди корней посторонних. 

Замечание. При делении частей уравнення на алгебраи- 
ческое выражение, содержащее неизвестное, мы можем иногд8 
потерять корень, именно то значение неизвестного (одно или 
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весколько), при котором это выражение обращается в нуль. 
Пусть, например, дано уравнение: 


12—1==(5- 4) (1—1). 


Разложив его левую часть на два множителя, мы можем урав- 
нение представить так; 


Па --)=6—2) (1—1. 


Легко сообразить, что это уравнение имеет два корня: х=1 
Е т==2. Если же разделим обе чаети уравнения на х— 1, то по- 
лучим новое уравнение: х-- 1==5-—5, которое имеет только один 
корень х==2. Значит, от деления на г—1 мы потеряли корень 
т=1, именно тот, который обращает в нуль разность 5—1. 


Глава вторая. 


Решения положительные, отрицательные, нулевые 
и другие. 


125. Общий вид уравнения первой степени с одним неизве- 
стным. Положим, что мы упростили уравнение с одним неизве- 
стным, выполнив следующие преобразования: раскрыли скобки; 
освободились от знаменателей; перенесли неизвестные члены 
в левую часть уравнения, а известные —в правую и сделали 
приведение подобных членов. Если после этого в левой части 
окажется только член с неизвестным х в первой степени, то 
такое уравнение называется уравнением первой сте- 
пени с одним неизвестным. Значит, общий вид такого уравне- 
ния есть следующий: 


где а нё могут быть чнелами п положительными, п отрицатель- 
ними, и равными нулю. 

Рассмотрим, какого рода решения получает это уравнение 
при разлачных численных значениях букв а и 6. 

126. Положительное решение. Такое решение получается 
Тогда, когда числа а п ф оба положительвы или оба отрица- 
тельны. Пусть, напр., Зт =6 или — 31 = —6. Тогда мы получим 
(разделив обе части уравнения на коэффициент при неизвестном): 

6 —6 


= ==2 ИЛИ == 2. 


Положительное решение, удовлетворяя уравнению, вместе 
с тем удовлетворяет и той задаче, из условий которой это урав- 
нение выведено, если только в уравнении выражены все усло- 
вня данной задачи. Но иногда может случиться, что не все 
условня задачи выражены в уравнении; тогда положительное 
решение, удовлетворяя уравнению, может иногда и не удовле- 
творить задаче. Приведем этому пример. 

Задача. Рабочий кружок, состоящий из 20 человек взрослых 
и подроетков, устроил сбор на покупку книг для библиотеки, 
причем каждый взрослый внес по 3 руб., а каждый подросток 
по 1 руб. Сколько было в этом кружке взрослых и сколько под- 
ростков, если весь сбор составил 55 руб.1 

Обозначим число взрослых буквой х; тогда число подростков 
будет 20—х, и сбор ео взрослых окажется 3х руб., а © подро- 
стков 20—< руб. Согласно условню задачи получим уравнение: 


37 - (20 —:) =55, 
откуда 
х=171/.. 


Это положительное решение, конечно, удовлетворяет ураз- 
нению, но не удовлетворяет задаче, так как по смыслу ее иско- 
мое число должно быть целым. Различие между уравнением и 
задачею произошло здесь от того, что уравнение не содержит 
в себе подразумеваемого в задаче требования, чтобы искомое 
число было целым. Предложенная задача оказывается невоз- 
можной. 

127. Отрицательное решение. Такое решение получается из 


уравнения а45==6 тогда, когда числа @ и $ имеют противополож- 
ные знаки. Пусть, напр., 5% —= — 15, или — 5т== 15; тогда т === 


==— 3, Или т== 5 ==— 3. 


Отрицательное решение надо понимать в смысле противо- 
положном тому, в каком понимается положительное решение; 
напр., если положительное решение означало бы прибыль, вы- 
нгрыш, время в будущем н пр. то отрицательное решение 
должно означать убыток, проигрыш, время в прошедшем ит. п, 
Если же случится, что по смыслу задачи неизвестное число 2 
нельзя понимать в Двух противоположных смыслах, то тогда 
отрицательное решение означает просто невозможность задачи, 

Задача. Какое число надо приложить к числителю и знамс- 
нателю дроби 13/„, чтобы получить дробь, равную 3/4? 
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Обозначив искомое число буквой т, получим уравнение 


Так как это уравнение представляет собой пропорцию, то 


(183 --т)-4=(17--т)-3; значит: 52 |- ат ==51-- 35, 


откуда: 
4х — 31 —=51-—52—— 1, Те. х—= — 1. 


Но приложить —1 это все равно, что отнять 1. Значит, по- 
лучившееся отрицательное решение дает ответ на такую задачу: 
какое число надо отнять от числителя и знаменателя дроби 13/.., 
чтобы получить дробь, равную 3/; в нашем примере надо 
отнять но 1. 

128. Нулевое решение. Положим, что в уравнении ат=Ь 
число $ окажется нулем, э коэффициент а будет какое-нибудь 
чнело, отличное от нуля. Пусть, напр., уравнение будет: 45 —=0. 
Значит, уравнение требует, чтобы произведение 4х равнялось 
нулю. Но лропзведение равняется нулю только тогда, когда какой- 
нибудь сомножитель равен нулю; следовательно, сомножи- 
тель х должен равняться нулю. И из формулы х =°/, видно, 
310 г=0. 

Кулевое решение, удовлетворяя уравнению, вообще удо- 
влотворяет и задаче. 

Зчдача. Какое число надо приложить к чиелителю и знаме- 


вателю дроби 13/„, чтобы получить 1/,? 
Обозначив искомое число буквой х, мы получим уравнение 


13 +2 _тТ 
2612 2’ 
икуда 
26 2 —26 1х; т==0. 

Это значит, что данная дробь сама равна 1/.. 

129. Случай, когда уравнение не имеет корня. Пусть в урав- 
ненин ах ==, число а окажется нулем, а число 6 не равно нулю; 
напр. 0-х ==10. Такое равенство невозможно, так как какое бы 
чело мы ни взяли для т, произведение 0-х ровно нулю, 


& не 10. 
Если бы мы, не заметив, 9то а==0, разделили обе части урав- 


[7 
ния На а, то получили бы для х такую формулу: =. 
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9 киселе в, Элеченты алгебры. 


Обнарузкив затем, что а=0, мы из этой формулы нашли бы; 
1—5. 

Так как такое равенство не имеет смыела (деление на нуль 
невозможно), то мы пришли бы к заключению, что уравнение 
прн этнх условиях не имеет корня, и, следовательно, задача. 
вз условий которой составлено это уравнение, невозможна. 

ь 

130. Как можно понимать равенство: =. Если в ураз- 

нении ах==б коэффициент а не равен нулю, а только близок 
| 
к 0, то для х получается дробь: ==... Зададимея вопросом, 


как изменяется величина этой дроби, если знаменатель ее все 
более и более приближается к нулю, а числитель остается ве- 
изменным. Предположим еначала, что числа а и ф оба поло- 
жительные. Возьмем для знаменателя а такие, напр., уменьшаю- 
щиеся значения: 


аа а; 
9—1’ Чо’ @— 1000’ @— 1000’ ИТ. Л 


а 
Тогда дробь ъ получит такие возрастающие выражения: 


2 = 105; Па-== 1005; = == 10005; ит. д. 
+ +000 


Отсюда видим, что при неограниченном уменьшении знаме- 
нателя а дробь? может превзойти любое данное число, хак 
бы велико оно ни было (лишь бы только числитель 6 оставался 
без изменения). 

Вепомним, что это свойство дроби мы уже видели раньше 

6 
($ 112), когда говорили о графике функции: у= „,выражаю- 


щей обратную пропорциональную зависимость. Там мы видели 
(черт. 25), что когда абсциеса х уменьшается, приближаясь ь 
нулю (напр., переходя через значения; 1/., 1/,, 1/4, Ук и т. д. 
6 
то ордината у, равная дроби „, увеличивается неограниченве, 
так что кривая (гипербола), по мере приближения еек оен у-0в 
подымается вверх беспредельно. 
Если тенерь допустим, что числитель а, или знаменатель 4. 
или тот и другой — числа отрицательные, то сказанное сечас 
может быть повторено и о такой дроби, но только надо тогдз 


130 


говорить не о величине самой дроби, а об абсолютной ве- 
личине ее. 

Таким образом, если в дроби знаменатель неограниченно при- 
плижается к нулю, а числитель остаетея без изменения, то 
абсолютная величина дроби неозраниченно увеличивается. 

Иногда для краткости речи условно говорят, что при а=0 
урагнение ах —6 имеет бесконечное решение (бесконеч- 
ный корень). Фразу эту нельзя понимать буквально, так как урав- 
нение в этом случае совсем не имеет корня; фраза эта есть только 
краткое выражение следующего предложения:если в уравнении 
ат=6 коэффициент & неограниченно приближается к нулю, 
а число 6 остается неизменным, то уравнение получает такое 
решение (положительное или отрицательное), которого абеолют- 
ная величина неограниченно возрастает. 

В том же смысле ‘употребляется иногда краткая запись, 
вроде следующей: 

ИИ 

0-52 

(читается: т, деленное на нуль, равно плюс-минус бесконечности). 
Запись эта означает только то свойство дроби, что если знаме-` 
натель ее стремится. к нулю, а числитель остается без измене- 
лил, то абсолютная величина дроби неограниченно увеличивается 
‘или, как иногда говорят: стремится к бесконечноети), причем 
‘ама дробь остается или положительной, или отрицательной 
{(мотря по тому, имеет ли знаменатель, стремящийся к нулю, 
одинаковый знак с чиелителем или противоположный). 

Подобным же образом мы можем убедиться еще в следующем 
сыойстве: если абсолютная величина знаменателя дроби неора- 
ниченно увеличивается, а числпель остается неизменным, то 
еличина дроби неофраниченно приближается к нулю. Свойство 
это сокращенно выражают таким условным равенством (которое 
тоже нельзя понимать буквально): 


Это свойство дроби мы также видели на графике функции 


(черт. 25); если абецисса х этого графика возрастает 
| 
предельно, то дробь ©. уменьшается, неограниченно прибли- 


вь к нулю, так что гипербола, по мере продолжения ее на- 
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право, все ближе и ближе придвигается к оси 2-ов (Никогда вв 
не достигая). 

131. Неопределенное решение. Если в уравнении ах==6 06 
числа а и 6 окажутся нулями, то уравнение обралцается в 10. 
ждество: 0.т==0, верное при всяком значении х. Значит, в это 
случае уравиение становится неопределенным, т.е. 
допускает бесчисленное множество произвольных решений. 

Еели бы мы. не заметив, что а=0, разделили обе части 


|0: 


уравнения на а, то для х получили бы дробь 2 ‚ которая пра 


о 
Ь—0 и при а==0 обращается в частное у. Такое частное, п 


определению деления, может равняться любому числу ($ 33} 
значит, п в этом случае мы убедились бы, что уравнение до. 
пускает бесчисленное множество решений. 

Задача. Какое число надо приложить к числителю и знаме. 


нателю дроби $, чтобы эта дробь сделалась равной числу т? 


Обозначив искомое число буквой т, получим такое урав 
нение: 


откуда . 
а--- т=&т | тт х— ттт — а; 


(1—2) т—= Вт — а; = 2 а 


уж * 


Допустим, что числа а, 6 и т заданы такими, что чиель 
тель и знаменатель дроби, выведенной нами для 4, обратятся 
в нули, т. е., что фт==а и 1==2. Тогда для х получается вв. 


о 
ражение ит и, следовательно, уравнение и задача становяте 


неопределенными. И действительно, в этом случае а= и дров 
равна 1, какое бы число х мы ни прибавили к числителю в 
зпаменателю. 

132. Графическое истолкование решения уравнения ах == 
Из двух способов графического решения уравнения, указанвы! 
нами раньше (8 119), возьмем второй. Обозначим левую част 
уравнения буквою 1, и правую часть буквою у, и построим Е 
одном и том же чертеже графики двух функций: 


91 —=ах и 9.-=6. 


График первой функции есть прямая, проходящая чере 
начало координат и через точку К (1, а), график второй фут 
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ции есть прямая, параллельная оси 1-0в и отсекающая от оси 
у-ов отрезок В (на нашем чертеже мы изобразили случай, когда 
и>20иф > 0; предоставляем самим читателям сделать чертежи 
для случаев, когда: 1) а>0, но 6< 0; . 
2) а<0, но Б>0 и 3) в 0 и о0). 
Пересечение этих двух прямых опре- 
делит некоторую точку ЛД, абоцисса 
которой ОЛ и будет корень уравне- 
ния ат==ь, так как при этой абс- 
циссе ордината прямой у, =ах равна 
ординате прямой у, =^. и, оледова- 
тельно, ах =Ь. 

Пользуясь таким графическим изо- 
бражением, мы можем наглядно истолковать все случаи решения 
уравнения ат=Ъф. Ограничимея рассмотрением двух случаев: 
1} „бесконечного“ решения и 2) неопределенного решения. 

а) Бесконечное рещение. Уменьшая численную вели- 
чину коэффициента а, мы заставляем прямую у==ах все более 
и более приближаться 
к оси т-ов. Тогда точка 
М, в которой прямая 
у= пересекается с 
прямой у=ах, все бо- 
лее и более удаляется 
направо, переходя че- 
рез положения 2, М,, 
М, ит. д., причем абс- 
циеса ОА точки пере- 
сечения беспредельно 
увеличивается, переходя через значения ОД., ОА,, ОЛ, и т. д. 
Значит, когда а неограниченно уменьшается, приближаясь к 
нулю, корень уравнения ал = беспредельно возрастает. Таким 
образом: 


ь 
т —= 5 = со. 
(На чертеже мы брали случай, когда а>0 и #>>0; в других 
узаях мы могли бы получить: == — 605). 


6) Неопределенное решение получается, как мы ви- 
дели (8 131), при а=ф==0. Чтобы истолковать этот случай 
Графически, вообразим, что на нашем чертеже величина $ умень- 
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шается, приближзясь к нулю; тогда прямая у,==6, оставаясь 
параллельною оси т-ов, будет все более и более приближаться 
к этой оси и при 6$==0 сольется с нею. С другой стороны, пря. 
мая у, = ат при а-=0 обратится тоже в ось х-ов, и тогда две 
прямые и.-==6 и у, =ах совпадут с осью «-ов, и, следовательно, 
каждую точку этой оси можно считать за точку пересечения; 
значит, величина корня остаетея неопределенной. 

133. Буквенные уравнения. Нет надобностн, чтобы не- 
известное всегда обозначалось буквою 1; оно может быть 060- 
значено и какою угодно другою буквою. Возьмем, напр., фор- 
МУЛУ: 

$ = ы ой, 


выражающую площадь 3 треугольника, у которого основание 
равно 6 линейных единиц и высота равна № таких же единиц. 
Формула эта представляет собой уравнение, в котором каждое 
яз чисел $, би й может быть принято за неизвестное. Пусть, 
напр., предложена такая задача: найти основание треугольника, 
у которого высота равна № каких-нибудь линейных единиц, 
а площадь составляет $ соответствующих квадратных единиц, 
Тогда в нашей формуле число $ должно считаться неизвестным, 
а числа зи В известными. Конечно, мы можем неизвестное осно- 
вание обозначить буквою т и написать уравнение так: 


откуда 


о: Бос. — 2 
КЯ 59—25: И =. 


1 


Но можно, не заменяя 6 на 5, прямо из уравнения: з ='/, 
определить 6 в зависимости от зи В: 
1 2: 
5—1; 28 = ИИ: ==. 
Вообще надо привыкнуть решать не только численные 
уравнения, в которых данные числа выражены цифрами, з не. 
известное обозначено буквой т, но и буквенные уравнения 
в которых данные числа и неизвестное обозначены какими угодно 
буквами. Возьмем для примера еще формулу, известную из фи 
зики (см. задачу 3 113): 


= Нч 


в которой [, означает длину какого-нибудь стериня при 05, 
# означает длину этого стержня при температуре ё и а— так на- 
зываемый коэффициент расширения вещества, из кото- 
рого сделан стержень, т.е. число, показывающее, на какую долю 
длины при 0° увеличивается длина стержня при нагревании на 
каждый градус. В эту формулу входят 4 величины: 15, 14. аив 
каждую из них можно принять за неизвестное, которое можно 
определить из формулы в зависимости от остальных трех вели- 
чин. Так, из формулы находим. 


и, оЬ. 
19 у > (п ’ 
{ 


—__ 
1 а * 


ка = — 1; а== 


= (1-49; & = 


Глава третья. 
Неравенства первой степени. 


134. Определение понятий „больше“ и „меньше“. Когда мы 
говорим, что 10 больше 7, а 7 меньше 10, то мы разумеем при 
этом, что число 10 включает в себе как часть число 7, и что, 
следовательно, от 10 можно отделить (вычесть) “, тогда как от 
7 нельзя отделить 10; другими словами, мы хотим сказать, 
что разность 10—17 есть некоторое положительное число, тогда, 
как разность “—10 есть отрицательное число. 

Условимся распространить такое понимание о большем и мень- 
шем и на числа относительные, а именно условимея, что отно- 
сипельное число а считается большим ору отногнтельноюо 
числа Б в том случае, кода разность а —Ъ число положительное, 
и а считается меньшим Ъ, когда разность а—Ъ число отрица- 
тельное. 

При таком соглашении мы должны ечитать, что: 

а) Всякое положительное число больше всяко?о отрицательното; 
напр., +3 >— 5, потому что разность (+3) —(— 5), равная 
сумме 3--5, есть чиело положительное. 

6) Всякое положительное число больше нуля по той же при- 
чине; напр., {-2>>0, так как разность (--2) —0— 2. 

в) Всякое отрицательное число меньше нуля, так как раз- 
ность между отрицательным чинелом и нулем всегда отрица- 


тельна; напр., —3<%0, так как (—3) —0—— 3. 
г) Лз двух отрицательных чисел то больше, у которою абсо- 
чютная величина меньше; напр., —7>> —9. так как разчость 
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([—7) — (9) =—=(—- о 9=-2, т. е. она есть положительное 
число. 

Замечания. 1. Если желают кратко выразить, что чиело 
а положительное, то пишут: а>0; если же желают показать, 
что число а отрицательное, то пишут: а< 0. 

2. Для ясного представления сравнительной величины отно- 
сительных чисел всего лучше обратиться к наглядному изобра- 
жению их на числовой прямой (8 15). Выбрав произвольную 
единицу длины (аб, черт. 37), вообразим, что на неограничен. 


с-— р ——=—Ш——=—= 


Черт. 37. 


ной прямой вправо от какой-нибудь ее точки 4, принятой за 
начало, отложены отрезки, изображающие положительные чи. 
сла +1, --2, --3... (и промежуточные), а влево от той же 
точки отложены отрезки, изображающие отрицательные числа 
—1, —2, — 3... (и промежуточные). Тогда, двигаясь по этой пря- 
мой слева направо (по направлению стрелки), мы будем посто: 
янно переходить от чисел меньших к большим, а двигаясь в 
обратном направлении, будем постоянно ‘переходить от чисел 
больших к меньшим. 

135. Свойства неравенств. Два числа или два алгебраиче. 
ских выражения, соединенные между собою знаками >> или <, 
составляют неравенство. Как и равенство, неравенство со. 
стоит из двух частей: левой п правой. Так, если возьмем не. 
равенство; 

31 8>10— 2, 


то левая часть его будет 3-8, а правая 10— 2. 

Обозначим левую Часть неравенства одною буквою а, а пра- 
вую часть другою буквою $. Тогда мы можем свойства нера’ 
венств высказать так: 

а) Если а>Ь, то < а. Действительно, если «>, то это 
значит, что разность а—6 положительное число; но тогда, раз- 
ность В — а есть число отрицательное, и потому 6 < а. 

6) Если а>р и фе, то а>се. ДЬйствительно, если а>} 
нб_>с, то это значит, что обе разности: а—В и В —с положи: 
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тельные числа; но тогда и вумма этих разностей положительное 
число, а эта сумма равна: 
(«— (6 —@=а—в-Ь —=а— с. . 
Если же а--с>0, то это значит, что в > с. 
в) Если а>ё и 2 какое-нибудь относительное число, то 


а-т>Ь--т. Действительно, если а>Ъ, то это значит, что 
разность а—&в положительное число; но тогда и разность 
(@-- 27) — (68 --т) есть также положительное число, так как эта 


разность равна 
(ат) — 6 Шт) =афт—6—т=а-—-6. 


Примеры. 
1 /—8>—10 +(— 8>-ю0 
"3 +-3 3 —3 
—5>— 7 —11> — 13 


Так как вычитание какого-нибудь числа равносильно приба- 
влению того же числа, но с противоположным знаком, то если 
@>ь, то иа—т>Ь— т. Таком образом, если к обеим частям 
незавенства прибавим (илч вычтем) одно в то же число, то 
знак неравенства не изменится (т. е. большее останется большим). 

г) Если а> и т положительное число, то ат т. Дей- 
отвительно, если разность: а—6 положительное число, то и раз- 
ность ат — фт положительное число, так как эта разность равна 
(«—6) т, а произведение положительного числа на положитель- 


ное есть положительное чиело. 


Иремеры. 
— 9>—12 —9>—12 
3 ы Е 213 
—27>> — 36 —3> — 4 


Так как деление на какое-нибудь число равносильно умно- 
жению на обратное чиело, то если а>6 и т положительное 


1 1 
число, то и а. >, т. е. ат ь:т. 


Таким образом, если обе части неравенства умножичм (или 
Разделим) на одно и то же положительное число, то знак нера- 


енства не изменится. 
д) Если а>6 и эт число отрицательное, то ат «фт. Дей- 


ивительно. если разность а«—6. положительное число, то раз- 
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ность ат —6т будет отрицательное число, так как эта разность 
равна произведению положительного числа а— 6 на отрицатель. 
ное число №. 


Примеры. 
— 93—12 —9>—1№2 
—3 —3 — 1/3 -- 


- 27-56 з<- 4. 


Таким образом, если обе части неравенства умножим Гили 
разделим) на одно и то же отрицательное число, то знак не. 
равенства изменится на противоположный. 

136. Решение неравенства 1-й степени с одним неизвестным, 
Задача. Найти число, четверть которого, увеличенная на 10, 
превосходит ?/, числа, уменьшенного на 5. 

Обозначив искомое число буквою т, мы получим неразенство: 


1 2 
дт-- 10 > 5—5. 


Неравенство это уподобляется уравнению 1-й степени с одних 
неизвестным. Решить неравенство, содержащее неизвестное, 
значит найти такое число или такие чиела, которые, будучв 
подотавлены в неравенства на место неизвестного, обращают 
его в очевидное тождественное неравенство. Решение неравен- 
ства первой степени выполняется так же, как и решение урэв’ 
нения, так как две основные истины, на которых основано ре 
шение уравнений (8$ 121, 122), применимы и к неравенствам, 
с единственным исключением, что при умножении (или делении) 
обеих частей неравенства на одно и то же отрицательное 
число знак неравенства должен быть изменен на противопо- 
ложный. 

Чтобы решить наше неравенство, освободим его сначала 07 
зпаменателей. Так как общий знаменатель 12, то умножим 06 
части неравенства ва 12, от чего знак неравенства не изменится: 


3х -- 120 > 85 — 60. 


® 
Теперь перенесем неизвестные в одну часть неравенств& 
а известные в другую (отняв от обепх частей неравенства 10 
120 и по 8х): 


3% — 81 > — 60 — 120, т. е —5 > — 180. 
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неперь разделим обе части на-—5, отчего знак неравенства 
ззменится на противоположный: 


< =, т. е. < 36. 


(Можно было бы также сказать: обе части неравенства, 
— 5х > — 180 умножим на — 1, отчего знак неравенства изменится 
на противоположный: 55 < 180, и теперь разделим на 5.) 

Замечание. Более подробные сведения о неравенетвах ом. 
во 2-й части, $ 404 и след. 
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ОТДЕЛ ПЯТЫЙ. 


СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ ПЕРВОЙ СТЕПЕНИ. 


Глава первая. 
Система двух уравнений с двумя неизвестными. 


137. Задача. Из опыта найдено, что слиток из серебра и меди 
весом в 148 №2 теряет в воде весу 14?/, ха. Определить, сколько 
в нем серебра и сколько меди, если известно, что в воде 21 * 
серебра теряют 2 *ь, а 9 к, меди теряют 1 жа. 

‚ Положим, что в данном слитке содержится серебра х №, 
а меди у *1. Тогда одно уравнение будет: т-- у= 143. Для 
составления другого уравнения примем во внимание, что если 
21 к: серебра теряют в воде 2 1 весу, то это значит, что 1 № 
серебра теряет в воде ?/,, ке. Тогда х *з должны терять в воде 
|; $ «1 весу. Подобно этому, если 9 кз меди теряют в воде 1 1, 
то это значит, что 1 *з меди теряет 1/, кз, следовательно, у 
меди теряют ?/, у хз. Поэтому второе уравнение будет: 2/„ 2-1 у= 
==14?/.. Мы получили таким образом два уравнения 6 2 не 
известными; 

х--у=148 и ту), =4/.. 


Второе уравнение можно упростить, освободив его от дробей, 
Для этого приведем вое дроби к одному знаменателю: 


о 


Теперь умножим 0бе части уравнения на 63; получим равно’ 
сильное уравнение: 


65 -- ту —=924 
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Мы имеем теперь два уравнения: 

ту— 143 и 6% | 7Ту==924. 

Мы можем решить эти два уравнения несколькими спосо- 
бами. Напр. так: из первого уравнения определим т в зависи- 
уости от у (другими словами, определим т как функцию от 7): 

= 148 — 9. 

Так как во втором уравнении буквы ги у означают те же 
числа, что и в первом уравнении, то мы можем во второе урав- 
ление подетавить вместо х разность 148 — у: 

6 (148 — у -- 7у=924. 

Решим это уравнение с одним неизвестным: 

888 —6ви-- 7у= 924; у=—921 — 888 —36. 

Тогда т=—1+48 — 36 == 112, 

Таким образом, в данном слитке содержится 112 кз серебра 
Я 36 *з меди. 

138. Нормальный вид уравнения первой степени с двумя 
неизвестными. Возьмем такой пример уравнения с 2 неизве- 
стными; 

2(2т 5 Зу — 5) == 5/4 (Е 3) - 3/4 (у— 4). 

С целью упростить это уравнение, сделаем в нем тот же ряд 
преобразований, какой был указан раньше для уравнения с 1 не- 
известным, а именно, 

1) Раскроем скобки: 45 | ву— 10==5/;х + 15/, Рз/и— 3. 

2) Освободимся от знаменателей, умножив все члены на 8: 

825 -- 489 — 80—55 15 Г 6бу— 24. 

3) Перенесем неизвестные члены в одну часть уравнения, 

2 известные в другую: 


325  48у— 55 —6в6и=15 — 24-1 80. 
4) Сделаем приведение подобных членов: 
215 - 42у=11. 


Таким образом, данное уравнение после указанных пре- 
эбразований оказывается такого вида, при котором в левой 
части уравнения находятся только два члена: один с непзвест- 
вым т (в первой степени) и другой с неизвестным у (в первой 
‘Тецпени), правая же часть уравнения состоит только из одного 
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члена, не содержащего неизвестных. поэффициевты при т пу 
могут быть илн оба положительные (как во взятом нами пра. 
мере), или оба отрицательные (этот случай, впрочем, можно 
свести на предыдущий, умножив все члены уравнения на — 1, 
или один положительный, & другой отрицательный; Член, 
стоящий в правой части, может быть или положительным числом 
(как в настоящем примере), или отрицалельным и даже иулем. 
Обозначив коэффициенты при х и у буквами аифи член, не 
содержащий неизвестных, буквою с, мы можем уравнение с 2 не. 
известными 1-й степени в общем виде представить таг; 


ат ви=с 

Такой вид уравнения называется нормальным видох 
Уравнения 1-й степени с 2 неизвестными. 

139. Неопределенность одного уравнения 
с 2 неизвестными. Одно уравнение с 2 неиз- 
вестными имеет бесчисленное множество корней. 
Действительно, если для одного какого-нибудь 
неизвестного мы зазначим произвольное число 
и это число подставим в уравнение, то тогда 
мы получим уравнение только с одним другии 
неизвестным; из этого уравнения можно найтя 
это другое неизвестное. Так, если в уравнения 


3$ —2у = — 6 мы примем, что у—2, то уравне- 

Черт. 38. ние будет зх — 1=-—6, откуда найдем: Зт = —2 

и = —'/,. Значит, если у==2, то т = —* 

Теперь назначим для у какое-нибудь другое число, напр., у=1, 
Тогда получим 35 —2==—6, Зт=-—4, д ==— 11/.. Значит, если 
и=:1, то == 11/,. Таким образом, мы можем найти сколько 


угодно пар решений, и, следовательно, уравнение окажется не- 
определенным. 


Это же можно показать и графически. Из уравнепия: 


3% —2,у=—6 (1 
определим у как функцию от < 7): 
Е], 2-3. @ 


1) Наю привыкнуть быстро и безошибочно из данного уравнения опре 
делять одно неизвестное как функцию лругого неизвестного. Так, чтобы из #8" 
шего уравчения определить у как функцию от м, надо мысленно перенест? 
член —2у направо, а член —6 налево, затем части уравнения переставить # 
разделить их на 2; писать надо прямо результат этих преобразований. 
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Функция эта есть двучлен 1-Й степени, а такой двучлен 
изображается в координатных осях в виде прямой линии, КотТо- 
рую мы можем построить (черт. 38) по двум точкам (3 118), 
яапр. таким: 

[т=0 [т 


| и=3 [у= 


Координаты каждой точки этой прямой удовлетворяют урав- 
зению (2) и, следовательно, удовлетворяют и уравнению (1); а 
так как на прямой бесчисленное множество точек, то уравнение 
1) имеет бесчисленное множество решений. 

140. Система уравнений. Принято говорить, что несколько 
уравнений образуют систему, если во всех этих уравнениях 
каждая из букв х, 9, .. означает одно и то же зиело для всех 
уравнений. 

Если, напр., два уравнения: 


2—5 —=3у— 2 
8% —уУ=2иу- 21 


асематриваются при том условии, что буква х означает одно 
и То же число в обоих уравнениях, равным образом и буква уч, 
т такне уравнения образуют епстему. Это бывает взякий раз 
з том случае, когда уравнения составлены из условий одной 
я той же задачи. 

Укажем три способа решепия системы 2 уравнений 1-й сте- 
лени с 2 неизвестными. 

141. Способ подстановки. Этот способ мы уже применяли 
раньше, когда решали задачу о слитке из серебра и меди ($ 137). 
Возьмем теперь более сложный пример: 


8% — Зу=—=— 16; 105 + 3у—=11 


‚ба уравнения мы привели к пормальному виду). 

Из одного уравнения, напр. из первого, определим однг 
`зкое-нибудь неизвестное, напр. х, как функцию другого не- 
. вестного: 

5у — 15 


и 


Так как второе уравнение должно удовлетворяться теми же 
значениями, как и первое, то мы можем подставить в него вме- 
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сто х найденное выражение, от чего получим уравнение с одних 


нензвестным 3: 
10-2719 зу. 


Решим это уравнение: 
5(5и — 16) . . . . . 
“4 39=11; 25у—80--12у==68; 37у=148; у=% 


тогда: 
5у—16 _ 5.416 _4_1 


в = в 8—2. 


Мы могли бы определить из одного уравнения у как функ. 
цию от х и полученное выражение подставить на место у в 
другое уравнение; тогда мы получили бы уравнение с нс- 
известным г. 

Слособ этот особенио удобен тозда, когда коэффициент при 
каком-нибудь неизвестном равен 1; тогда всего лучше опре- 
делить это неизвестное как функцию другого неизвестного (не 
придется делить на коэффициент}, и т. д. 

Напр.: 


Из второго уравнения находим: 
у=22 — 4х. 


Тогда первое уравнение дает: 
35 —2 (22—45) == 11; 3х — 44-85-11; 11т==44-|- 11 == 5% 


= =5; и=22 —4-5==2. , 

Правило. Чжиобы решить систему двух уравнений с 2 не. 
чзвестными способом подстановки, надо определить из какою: 
нибудь уравнения одно неизвестное как функцию 9рузгозо неизве 
стною цв полученное выражение подставить в друюе уравнение; 
071 91010 получается уравнение с одним неизвестным. Решив е, 
находят это неизвестное. Подставив найденное число в выраже- 
кие, выведенное раньше для первозо неизвестно, находят и эт 


друзое неизвестное. 
142. Способ сложения или вычитания. Предположим сначала, 


что в данной системе уравнений (приведенных предварительно 
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к вормальному виду) коэффициенты при каком-нибудь не- 
известном, напр. при у, будут одинаковы. При этом могут пред- 
ставиться два случая: 1) знаки перед такими коэффициентами 
разные и 2) знаки одинаковые. Рассмотрим эти два случая 
параллельно. Пусть, напр., даны две системы; 


] система: 2 система: 
1% — 29=27 55 - 89—31 
5% -2у=—33 35 8у=25, 


Если сложим почленно уравнения первой системы и вычтем 
почленно уравнения второй системы, то неизвестное у иеклю- 
чится: 

1% —2у—=21 | 5% - Зу—= 31 
ва и 


125 — 60 2х —6 


Откуда: =5 х=3. 


Подставив в одно из данных уравнений вместо х найденное 
для него число, найдем у: 


7-5 —2у—27 5.3 8 = 31 
у=4 у=2 


Возьмем теперь систему, в которой коэффициенты различны, 
напр. такую: 
[ чт ву ==29 
\ — 55-2 зу == 10. 


Мы можем тогда предварительно уравнять коэффи- 
циенты при каком-нибудь одном неизвестном, напр. при х. 
Для этого найдем кратное (лучше всего наименьшее) коэффи- 
циентов 1 и 5 (это будет 35) и умножим обе части каждого 
уравнения на соответствующий дополнительный множитель (как 
зто делается при приведении дробей к общему знаменателю): 


{ 1х | 6у=29 (на 5) | 355 -- 309 = 145 
— 55 8у=10 (на 7) — 35% -- 569 == 10. 


10 кКиоеш ев. Элементы алгебры. 145 


После этого остается только сложить или вычесть преобразо 
ванные уравнения. В нашем примере знаки перед коэффициен 
тами т разные; поэтому уравнения надо сложить: 

355 - 309 == 145 
— 35$ -56у= 70 


86 = { = 215 —21 
у==215; у 56 /з. 


Теперь первое уравнение дает: 
7т--6-21/, =39; 1т--15==29; 7т==14; т==8. 


Правило. Чтобы решить систему дух уравнений с 


2 неизвестными способом сложения или вычитания, надо сначала 
уравнять в обоит уравнениях 


“ озрфициенты при каком-нибудь 
одном нензвестном, а потом сло- 
жить оба уравнения, если знакц 
перед этими коэффициентами 
разные, или вычесть уравнения, 
если знаки одинаховые. 

143. Графическое решение. 
Пусть дана система: 


8% —5у=—=— 16; 107 Зу=11. 


Из каждого уравнения опре- 
делим у как функцию от т: 


8 + 16 . 
В = 5 == 1х 311; 


17 — 10% о 
ру И 52], — З/. 


Черт. 39. 
Графики этих функций должны быть прямые линии. Постропу 
ча одном чертеже (черт. 39) каждую из них По двум точкам, 


напр. по таким: 


из уравнения. ..... у= 13х31: 
ре [2=—2 
у==31/, (у= о 


из уравпепия. ..... .у=53/ — 31: 
= {9 2 
У = 52/3 у=— 1. 
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На чертеже видно, что две прямые пересекаются в точке, абе- 
цнеса которой равна 1/,, а ордината 4. Эти значения х и у, удо- 
влетворяя обоим уравнениям, п будут решеннями данной системы. 

Замечания. 1) Еслн бы случилозь, что прямые, выражаю- 
щне данные уравнения, оказались параллельными и, следова- 
тельно, не существовало бы точки их пересечения, то это значило 
бы, что уравнения не имеют корней. 

2) Может иногда случиться, что 2 прямые сливаются в одну; 
тогда координаты всякой Точки этой прямой удовлетворяют дан- 
ным уравнениям, и, значит, система неопределенна. 

3) В конце 2-й части этой книги указаны общие формулы 
для решения системы двух уравнений с 2 неизвестными первой 
степени (3 396 и след.). 


Глава вторая. 
Система трех уравнений с тремя неизвесгными. 


144. Нормальный вид уравнения первой степени с тремя 
неизвестными. Если в уравнении 1-й степени с 3 неизвестными 
1, у иг сделаны те же преобразования, какие были нами раньше 
указаны для уравнения с 1 и 2 неизвестными, то мы приведем 
уравнение к такому виду (называемому нормальным), при 
котором в левой части уравнения находятся только три члена: 
один с 2, другой с у и третий са, а в правой части будет 
один член, не содержащий неизвестных. 

Таково, напр., уравнение: 


5х — Зу— 42— — 12. 
Общий вид его есть следующий: 


ат-Р бу-- се=а, 


где а, 6, си 4 какие-нибудь относительные числа. 

145. Неопределенность двух и одного уравнения с тремя 
кеизвестными. Положим, нам дана система 2 уравнений 
с 3 неизвестными: 


56 — Зуи ==; 2ту—2=6. 


Назпачим одному неизвестному, напр. 2, какое-нибудь про- 
извольное число, положим 1, и подетавим это число на место 2: 


ре т.е [ 57 —39— 
2%-- у—1==6 “1 22- ч=т. 
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Мы получили таким ооразом систему 2? уравнении с 2 не- 
известными. Решив ее каким-нибудь способом, найдем: х==&, 
У==3; зназит, данная система с 3 неизвестными удовлетво- 
ряется при х=2, у=3 и 2=1. Дадим теперь неизвестному 2 
какое-нибудь иное значение, напр. 2г==0, и подетавим это знз- 
чение в данные уравнения: 


55 — Зи ==2; эгу=6. 


Мы снова получим систему 2 уравнений с 2 неизвестными, 
Решив ее каким-нибудь способом, найдем: 


20 9 4 
1 — 9 —-. 
и, =. 


Значит, данная система удовлетворяется при х == 19/;,, у==24];1 
Я 2=0. Назначив для г еще какое-нибудь (третье) значение, мы 
снова получим систему 2 уравнений с 2 неизвестными, из 
которой найдем новые значения для хи 71. Так как для 2 мы 
можем назначать сколько угодно различных чисел, то и для т 
н у можем получигь сколько угодно значений (соответствую- 
игих взятым значениям 2). Значит, 2 уравнения с 3 ноизвест- 
ными допускают бесчнеленное множество решений; другими 
словами, такая система неопределенна. 

Еще большая неопределенность будет, если имеется всего 
1 уравнение с 3 неизвестными. Тогда можно будет для ка- 
клх-нибудь 2 неизвестных назначить произвольные чиела; 
третье же неизвестное найдется из данного уравнения, если 
подставить в него значения, взлтые произвольно для двух нве- 
известных. 

146. Система 3 уравнений с 3 неизвестными. Для того, 
чтобы можно было найти определенные численные значения для 
трех неизвестных хх, у и 2, необходимо, чтобы была задана еп- 
стема 3 уравнений. Такая система может быть решена спо- 
собом подетановки, а также и способом сложения или вычитания 
уравнений. Цокажем применение этих способов на следующем 
примере (каждое уравнение предварительно приведено к нор- 
мальному виду): 


3 — зу 5=== 


7-49 — 82 = 
5 —Зу—42=— 12 
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147. Способ подстановки. Из какого-нибудь уфавнения, 
напр. из первого, определим одно неизвестное, напр. 1, как 
функцию от двух остальных неизвестных; 


7Т-+2у— 52 
= 
Так как во всех уравнениях т означает одно и то же число, 
то мы можем подетавить найденное выражение на место т 
в остальные уравнения: 


7-2 — 55 __ 
и Е — 4у — 8г = 3. 
7+2, —5: 
Е у а 12. 

Мы приходим таким образом к системе 2 уравнений с 2 не- 
известными уи 2. Решив эту систему по какому-нибудь из 
способов, указанных раньше, найдем численные значения для 
у иг. В нашем примере это будут значения: у=3, 2==2; 
подетавив эти числа в выражение, выведенное нами для Ф, 
найдем и это неизвестное: 


2—1. 3—5. у 
1. 

Таким образом, предложенная система имеет решение х=1, 
у==3, 2—2 (в чем можно убедиться поверкою). 

148. Способ сложения или вычитания. Из 3 данных уразв- 
нений возьмем какие-нибудь два, напр. 1-е и 2-е, и, уравняв 
в них коэффициенты перед одним неизвестным, напр. перед 2, 
исключим из них это неизвестное способом сложения или вычи- 
тания; от этого ‚ получим одно уравнение с 2 неизвестными 
ти у. Потом возьмем какие-нибудь два других уравнения из 
3 данных, напр. 1-е и 3-е (или 2-е и 3-е), и тем же способом 
исключим из них то же неизвестное, т. е. г; от этого получим 
еще одно уравнение ети у: 


1) 3х —2у--52==1 (на 8) | 245 —16у- 402 =56 
2) 1 4у—82=3(на 5) | 35% 20у —402 =15 


59%-- 4у —11 
1) 32—29 52= 1 (184) | 127— 8у202— 28 
3) 55 —3Зу — 42=—12(н45) | 255 — 159 —202 =— 60 

375 — 239 —— 32. 


Ренгим получившиеся два уравнения: т =1, у-=3з. Ветавим 
эти чиела в оцно из тоех панных уравнений. напр. в первое; 


8.-:—2.8-Р 52=17; 52=17--3-6==10; 2=2. 


Замечание. Теми же двумя способами мы можем привести 
систему 4 уравнений с 4 неизвестными к системе 3 урав- 
нений с 3 неизвестными (а эту систему — к системе 2 урав- 
нений с 2 неизвестными и т. д.). Вообще систему т уравнений 
с т неизвестными мы можем привести к системе 12 —1 уравне- 
ний с т— 1 неизвестными (& эту систему к системе ш—2 
уравнений с я— 2 неизвестными и т. д.). 


1 лава третья. 


Некоторые особые случаи систем уравнений. 


149. Случай, когда не все неизвестные входят в каждое из 
данных уравнений; напр.: 


[ 052 — у|32=5 
] 40— 5х =6 
\ 2у-- За=6 
| ЗУ 2%=1. 


В этом случае система решается быстрее, чем обыкновенно, 
так как в некотерых уравнениях уже исключены те или другие 
неизвестные. Надо только сообразить, кагие неизвестные и из 
каких уравнений следует исключить, чтобы возможно скорее 
дойти до одного уравнения с одним неизвестным. В нашем 
примере, исключив 2 из 1-го и 3-го уравнений и 9 из 2-го 
и 4-го, получим 2 уравнения с хи у: 


_{ 10% — у 32-5 { 49—55=6 
2у-|- За = 40 бву—8 
105 —3у =—=-} — 56 — бу=— 5. 


} 

Решив эти уравнения, найдем: х==0, у==-у-. 

Теперь ветавим эти чиела во 2-е и 3-е уравнения; тогда 
получим: 


16 и 
9—1. 
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150. Случай, когла неизвестные входят в виле дробей: 
1 
’, я“ Пусть дана, напр., спотема: 


тг 
х | 5 6 
1 1 } 5 


Веего проще такую систему можно решить посредетвом 


‚ведения вепомогательных неизвестных. Положим, 
1 1 } 
то = 2, у=У и —2'. Тогда мы получим такую систему 


‚ неизвестными т’, Уи 2: 


‚ ' + -% = 
| У = - ь 
гу, 
у, Л 


пати тт 
хо 2’ — # 3 


Отерда окоичательно находим: 


%—2, 9—1, 2—3. 


Возьмем еще рругой пример: 


к у 2 

6 аЩ 

Уи 

571,2 
ТУ иУ ==31/ 


Дроби 3, е и т. п. можно расоматривать как произведения: 

1 о 1_, 1 
з.-, о ‚ - —— —=— — = 
у йт д Поэтожу, если положим, что >. 7, =Уи, 
==, то система изобразитсл так: 


зу — 4 =--13 
65 — 3 — 51], 
ШБ ти 2 =31|,. 
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Из этих уравнений находим. 


значит: 


откуда: 


151. Случай, когда полезно все данные уравнения сложить, 
Пусть имеем, напр, систему: 


тру=а 
у == 
хЕ=6 


Сложив все три уравнения, найдем: 


2(;-у-- =) = а 6 -с; ху Ре, 
Вычтя из последнего уравнения каждое из данных, получим: 


ве т — 
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ОТДЕЛ ШЕСТОЙ, 
СТЕПЕНИ И КОРНИ, 


Глава первая. 


Возвышение в квадрат одночленных алгебраических 
выражений. 


152. Определение степени. Напомним, что произведение двух 
одинаковых чисел аа называется второю степенью (или ква- 
дратом} числа а, произведение трех одинаковых чисел ааа, 
называется третьей степенью (или кубом) числа а; вообще 
произведенне я одинаковых чисел (а... а называется п-ю сте- 
пенью числа 4. Действие, посредством которого находится сте- 
пень данного числа, называется возвышением в степень 
(вторую, третью и т. д.). Повторяющийся сомпожитель на- 
зывается основанием степени, & чиело одинаковых сомно- 
жителей называется показателем степени. 

Сокралценно степени обозначаются так: а, @3, а*... и т. д. 

Мы сначала будем говорить о простейшем случае возвыше- 
ния в степень, именно о возвышении в квадрат; а после 
рассмотрим возвышение п в другие степени. 

153. Правило знаков при возвышении в квадрат. Нз пра- 
вила умножения относительных чисел следует, что: 


ас (= СЕ =СУ) Е =-У, 
(-—2)*= (- 2) (—2) =--4, (= (У) =. 


Вообще: 
(= поте 
{— а) (— — —=- а, 
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Значит, квадрат всякою относительного числа есть число п, 
тожительное. 


154. Возвышение в квадрат произведения, степени и дроби, 
а) Пусть требуется возвысить в кводрат произведение несколь. 
ких сомножителей, напр. абс. Это значит, что требуется а6е 
умножить на @адс. Но чтобы умножить на произведение 0%, 
можно умножить множимое на а, результат умножить на фа 
что получитея умножить еще на с ($ 34, в). 

Значит; 

{аб с)? = (абс) (абс) == (абс) абе = абсаьс 


(мы отбросили последние скобки, так как от этого смыел выра- 
жения не изменяется). Теперь, пользуясь еочетательным свон- 
ством умножения (8 34, 6), сгруппируем сомножители так: 
(аа) (66) (сс) 
что можно сокращенно написать: 9767. 
Значит, чтобы возвысить произведение в квадрат, можно 


возвысить в квадрат каждый сомножитель отдельно 1). 
Таким образом: 


(3/71) = /в229?; (— 0,5ти)2 == -- 0,2571; 
и т. п. 
6) Пусть требуется какую-нибудь степень, напр. а3, возвы- 
сить в квадрат. Это можно выполнить так: 


(43)? = @3  @а3== а +3 — 46. 


Подобно этому: (24) =41%. 1% — 44+ — 18. 

Значит, чтобы возвысить степень в квадрат, можно покаэп- 
тель степени умножить на 2. 

Таким образом, применяя эти два правила, будем, напр., 
иметь: 

(— 33/, @17у3)? =— (— 33/,)1 а? (52)? (1/3)? —= -- 2255 а?Аув. 

в) Пусть требуется возвысить в квадрат какую-нибудь 

дробь =. Тогда, применяя правило умнджения дроби на дробь, 


получим: 


(+) =- @ —_ а (7 
$] 6 `Ь 


*) Для сокращения речи правило это, как и последующее, выражено не 
полно; надо было бы еще хобавять: „и полученные результаты перемножить“. 
Дозавление это само собой подразумевзется. 
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Значит, ч70бы возвысить в кваорат дробь, 


; хвтдрат отдельно числитель в знаменатель. 
Пример. 


можно возвысить 


[Рам 2 (— 54а"? _ 25а 
) = (462 1: ° 


Глава вторая. 


Возвыщение в квадрат многочлена. 


155. Вывод формулы. Пользуясь формулой (3 61): (@-|- #) = 
=а? -|- 206-65, мы можем возвысить в квадрат трехчлен 
а6--с, рассматривая его как двучлен (а-Е о) -е: 


(ао -- с)? = (аа? = (а-- ба (а-Бе-е = 
= 9? -- зар Не-а е- с2. 


Таким образом, с прибавлением к двучлену а--Ь третьего 
члена с после возвышения в квадрат прибавились 2 члена: 
$) удвоенное произведение суммы первых двух членов на тре- 
тий член и 2) квадрат третьего члена. Приложим теперь к трех- 
члену а-+-6--с еще четвертый член 4 и возвысим четырехчлен 
а-+-6-- ‹--а в квадрат, принимая сумму а-ЕВ-Ес за один член: 


(а е- 94) = царе а: =(а-ь- с) -- 
2 ао еа- 42. 


Подставив вместо (а-- ое): то выражение, которое мы но- 
лучили выше, найдем: 


(а-Нь--с -- 4)2 = а?*-р зар + 02-2 (а-Ве-не- 
2 (ато а- а". 


Мы опять замечаем, что е пртбавлением нового члена к воз- 
вышаемому многочлену в квадрате его прибавляются 2 члена: 
1) удвоенное произведение суммы прежних членов на новый 
член и 2) квадрат нового члена. Очевидно, что такое приба- 
вленне двух членов будет итти и дальше по мере прибавления 
новых членов к возвышаемому многочлену. Значит: 

Квадрат мнозочлена равен: квадрату 1-10 члена, плюс удвоен- 
ное произведение 1-0 члена ча 2-й, плюс квадрат 940 члена, 
плюс удвоенное прочзведенце суммы первых 9вух членов на 3-й, 
плюс квадрат 3-10 члена, плюс удвоенное произведение суммы 
первых трех членов на 4-й, плюс квадрат 4-ю члена, и т. д. 
Конечно, члены многочлена могут быть и отрицательными. 
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156. Замечание о знаках. В окончательном результате ео 
знаком плюс окажутся, во-первых, квадраты всех членов много 
члена и, во-вторых, те удвоенные произведения, которые про- 
изошли от умножения членов с одинаковыми знаками. 

Пример. 


(/.5° — 4х — 3) == (1/,21)2 --2 0/1?) (—- 45) -Н С 42)1 


20/52 — 45) (—3)- (— 3) = 1/4 — 413 1623 — За? -- 
—- 24; 9 —=2/,14 — 453 |- 13° | 345 9. 


157. Сокращенное возвышение в квадрат целых чисел. Поль- 
зуясь формулою квадрата многочлена, можно возвышать в ввад- 
рат всякое целое число иначе, чем обыкновенным умножением. 
Пусть, напр., требуется возвысить в кврадрат 86. Разложим это 
число на разряды: 


86 —80-|- 6—8 дес. 6 ед. 


Теперь по формуле квадрата суммы двух чисел можем 
написать: 


{8 дес.-- 6 ед.)* = (8 дес.) -- 2 (8 дес.) (6 ед.) | (6 ед.)". 


Чтобы быстрее вычислить эту сумму, примем во внимание, 
что квадрат десятков составляет сотни (но могут быть и тысячи); 
напр. 8 дес. в квадрате образуют 64 сотни, так как 80: —6400; 
произведение десятков на единицы составляет десятки (но мо- 
гут быть и сотни), напр. 3 дес. ж5 ед. —=15 .дес., так как 
30.5==150; и квадрат единиц составляет единицы (но могут 
быть и десятки), напр. 9 ед. в квадрате —=81 ед. Поэтому 
вычисление всего удобнее расположить так: 


86—64. . . . сотен (квадрат 8 дес.) 
96 .. . десятков (удв. произв. 8 дес. на 6 ед.) 
36. . ‚единиц (квадрат 6 ед.), 
7396 


т. е. мы пишем сначала квадрат первой цифры (сотни); под 
этим числом пишем удвоенное произведение первой цифры на 
вторую (десятки), наблюдая при этом, чтобы последняя цифра 
этого произведения стояла на одно место правее последней 
цифры верхнего чнсла; далее, снова отступив последней цифрой 
на одно место вправо, ставим квадрат второй цифры (единицы); 
п все написанные числа складываем в одну сумму. Конечно, 
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можно было бы дополнить эти числа надлежалцим количеством 
нулей, т. е. написать так: 
862 — 6400 
960 
36 


1396, 


но это бесполезно, если только будем правильно подпиеывать 
числа друг под другом, отступая каждый раз (последней цифрой} 
на одно место вираво. 


Пусть еще требуется возвысить в квадрат 238. Так как: 


235 =2 сот. -- 3 дес.-- 8 ед., 
то 
238? = (2 сот.)?--2 (2 сот.) (3 дес.) - (3 дес.)? 
-- 2(2 сот. 3 дес.) (8 ед.) | (8 ед.):. 


-,^ 


23 дес. 


Но сотни в квадрате дают десятки тысяч (напр., 5 сот. 
в квадрате будет 25 дес. тысяч, так как 5002 ==250 000), про- 


изведенпе сотен на десятки дает тысячи (напр. 500 - 30 == 15 000) 
и т. д. 


Значит: 
2383 —4 . . Дес. тысяч (квадрат 2 сот.) 
12 . . тысяч (удв. произв. 2 сот. на 3 дес.} 
9 . . сотен (квадрат 3 дес.) 
365 . .десятков (удв. произв. 23 дес. на 8 ед.} 
64 . единицу (квадрат 8 ед.). 
56644 
Примеры. ` 
1) 94—31 2) 3092 —9 3) 51422 —25 
72 0 то 
16 [6 49 
8836 540 456 
81 16 
95451 2296 
4 
32910564. 
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Глава третья. 
Графическое изображение функций: 
и=ж и у=ах*. 


158. График функции у—.?. Проследим, как при изменении 
возвыиаемого числа х изменяется квадрат его 11 (напр., как 
при изменении стороны квадрата изменяется его площадь). Для 
этого предварительно обратим внимание на следующие особен- 
ности функции у==2?. 

а) При всяком значении х функция всегда возможна н 
всегда получает только одно определенное зтачение. 
Напр. при гт= —10 функция будет (— 10)? =100, при 5 == 1000 
функция будет 105002 ==1 000 000, и т. п. 

6) Так как (—5)°=7, то при двух аначениях х, отличаю- 
шихея только знаками, получаются два одинаковые положи- 
тьльные значения у; напр. при ;х=— 2 и при х=-2 зна- 
чение 4 будет одно ито же, именно 4. Отрицательных значений 
для у никогда не получается. 

в) Если абсолютная величина л неограниченно увеличивается, 
то и у неограниченно увеличивается. Так, если для х будем да- 
вать ряд неограниченно возраетаютщих положительных значе- 
ний: 1, 2, 8, 4.. или ряд неограниченно убывающих отрица- 


тельных значени !: —1, —2, —8, —4.., то для у получим ряд 
неограниченно возрастающих значений: 1, М, 9, 16, 25.. Это 
кратко выражают, говоря, что при т=--с00 и при х=—©<® 


функция у делается | со. 


г) Очень малому приращению переменного числа х соответ- 
ствует и очень малое приращение функции у. Так, если зна- 
чению х-=2 дадим приращение, положим, 0,1 (т. е. вместо х=2 
возьмем :г —=2,1), то у вместо 2? —= 1 сделается равным (2 -{ 0,1) = 
==2219.2.0,1-Г 0,12, Значит, и увеличится на 2.2.0,1-- 
-- 0,123 —0,41. Если тому же значению х дадим еще меньшее 
приращение, положим, 0,01, то у сделается равным (2 -- 0,01) = 
=2?--2.2.-0.01--0,012. Значит, тогда у увеличится на 
2-2.0,01 -|- 0,012 —=0,0101, т. е. увеличится меньше, чем прежде. 
Вообще, чем на меньшую дробь мы увеличим х, тем на меньшее 
число увезичится у. Таким образом, если представим себе, 
что х увеличивается (положим от значения 2) непрерывно, 
переходя через все значения, большие 5, то у будет увеличи- 
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ваться тоже непрерывно, переходя через все значения, 
большие 4. 


Заметив все эти свойства, составим таблицу значений функ- 
ции у=1?, напр., такую: 


<. . . = 


| 
| | 
ие. 4| 225 11 0250 0951 


1 Нов |) 05 Ю 15 
| 


Изобразим теперь эти значения на чертеже (40-м) в виде точек, 


абециесы которых будут выписанные значения т, а ординаты 
соответствующие значения у (на - 


чертеже за едпницу длины мы 
приняли сантиметр); полученные 777777777? 
точки обведем кривою. Кривая эта 
называется параболой. Рас- 
смотрим некоторые ее свойства. 1} | 

а) Парабола есть кривая не- 
прерывная, так как при не- 
прерывном изменении абециесы 5 
(как в положительном направле- 
нии, так и в отрицательном) орди- ‘©! 
ната, как мы видели сейчас, изме- 
няетея тоже непрерывно. 

6) Вея кривая раюположена по 
одну сторону от оси 5-0в, именно по ту сторону, по какую 
лежат положительные значения ордизат. 

в) Парабола подразделяется осью у ов на две части (ветви). 
Точка О, в которой эти ветви сходятся, называется верши- 
ною параболы. Эта точка есть единственная общая у параболы 
и оси 1-08; значит, в этой точке парабола касается оси г-ов.. 

г) Обе ветви бесконечны, так как х и у могут увеличиваться 
беспредельно. Ветви поднимаются от оси х-ов неограниченно 
вверх, удаляясь в то же время неограниченно от оси у-ов 
вправо и влево. 

д) Ось у-ов служит для параболы осью симметрии, так 
что, перегнув чертеж по этей оси так, чтобы левая половина, 


чертежа упала на правую, мы увидим, что обе ветви совме- 


отятся; напр. точка с абециесой —2 я е ординатой + совме- 


.--.---- 
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ститоя © точкой, 


имеющей аоециссу +2 и ту же 
нату 4. 


орди- 


е) При т=0 ордината тоже равна 0. Значит, при тг=0 
функция имеет наименьшее значение из всех возможных. 


Наибольшего значения функция не имест, так как ординаты 
кривой увеличиваются беспредельно. 


159. График функции вида у==а1?. Предположим сначала, 
что а есть чиело положительное. Возьмем, 


напр., такие 
2 функции: 


у 27; 2) У=т/а 27. 
Составим таблицы значений этих функции, напр., такие: 
у| | в | © 4] 6 |. .. 
| —3| —2|1 10112]... 
РЕ 
Нанесем все эти значения на чертеж (41-й) и проведем кри- 


вые. Для сравненвя мы поместили на том же чертеже (преры- 
вистой линией) еще график функции: 


1) 


3) У —=—2". 


Из чертежа видно, 
что при одной и той же 
абециссе ордината 1-й 
кривой в 11}, раза больше, 
а ординала 2-й кривой 
в 3 раза меньше, чем 
ордината 3-й кривой. 
Веледетвие этого все та- 


кне кривые имеют общий 
характер: бесконечные непрерывные ветви, ось симметрии и пр., 


только при а>> 1 ветви кривой более приподняты вверх, а при 
а< т они более отогнуты книзу, чем у кривой у==11?. Все такие 
кривые называются параболами. 
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Черт. 41. 


Предположим теперь, что коэффициент а будет число отри- 
цательное. Пусть, ‘напр., У == —1/.1?. Сравнивая эту функцаю 
с такой: у=-- 1/21, замечаем, что при одном и том же значе. 
нии х обе функцин имеют одну и ту же абсолютную величину, 
но противоположны по знаку. Поэтому на чертеже (42-м) для 
функции у=—1/,5?° получится такая же парабола, как и 
для функции у=-{ 1/.77?, 
только  расположенная` 
под осью 1-0в симмет- 
рлчно с параболой и= 
—1/.2?. Вэтом случае все 
значения функции отри- 
цательны, кроме одного, 
равного нулю при х==0; 
это последнее значение 
является наибольшим 
из всех. 

Замечание. Если 
зависимость между двумя 
переменными величина- 
мн унх выражается ра- 
венством: и =а1°, где а ка- 
кое-нибудь постоянное 
число, то можно ска- Черт. 42. 
зать, что величина у 
пропорциональна квадрату величины х, так как с уве- 
личением или уменьшением 5 в 2 раза, в 3 раза и т. д. величина 9 
увеличивается или уменьшается в 4 раза, в 9 раз, в 16 раз ит, д. 

Напр. площадь круга равна п В*, где В есть радиус круга 
И г постоянное число (равное приблизительно 3,11); поэтому 
можно сказать, что площадь круга пропорциональна квадрату 
"го раднуса. 


з 
! 
! 
. 
‚ 
Н 
8 

1 
' 
1 
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Глава четвертая. 
Возвышение в куб и в другие степени одночленных 
алгебраических выражений. 


160. Правило знаков при возвышении в степень. Из правила, 
‹множения относительных чисел следует, что 


(— 5) =(—5)(— 5) (—5) =— 125; 
(— 1 + == ( — 1/) (—?’,) '_ 11.) (— 11.) = 1/5; 
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([— 15 =(-0(- 0 ПСО, = 
([—1*=(-Фпс-4рсоснонос = ат. п. 


Значит, 07 возвышения отрицательноо числа в степень 
с чепным показател-м получает-я положительное число, а от 
вэзвышения ео в стзпень с нечетным показателем полунается 
отричательное число. 

161. Возвышение в степень произведения, степени и дроби, 
При возвышения произведения степени и дроби в какую-нибудь 
степень мы можем поступать так же, как и при возвышении 
в квадрат (8 154). Так: 


(а6с)з = (абе{абе(афс) = абс - абс - абс == (паа)ФЬБу(ссс) = а3 63; 


(75) — (аа т" = ал5; 
а 


а \* _@а _@_ [2 __ ТЫ 
(= о ти 


Таким образом: 1) чтобы возвысить в степень произведения 
можно возвысить в эту степень каждый сомноэючитель отдельно, 

3) чтобы возвысить степень в друзую степень, можно пер- 
множить показатели этих стененей; 

’9) чтобы возвысить дробь в степень, можно возвысить в эту 
степень отдельно числитель ц знаменатель. 


Иримеры. 

1) (—222493)3 == — 82б у, 

2) (— 36263)4 = -{- 8144631. 

3) (32°) = ии аа, 
46сз 6463 64635 


Глава пятая. 


Графическое изображение` функций: 
у — ЖЗ и у= аз. 


162. График функции у == 23. Расемотрим, как при измено- 
нии возвышаемого числа изменяется куб его (напр, как при 
изменении ребра куба изменяется его объем). Для этого пре, 
варительно укажем следующие особенности функции Уу==.3 
(напомннающие свойства функции у==1?, рассмотренные вами 
раньше, 8 158): 

а) При всяком значении х функция у==73 возможна н имест 
единствениое значение; так, (-- 5)3 = {125 и никакому лругому 
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числу куб числа --5 равняться не может. Подобно этому 
(— 0,1): ==—0,001 и никакому другому числу куб числа — 0,1 
равняться не может. 

6) При двух значениях 5х, отличающихея только знаками, 
функция 273 получает значения, также отличающиеся друг от 
друга только знаками; так, при х=2 функция 13 равна 8, а при 
т—— 2 она равна — 8. 

в) При возрастании г функция 4? возрастает и притом 
быстрее, чем т, и даже быстрее, чем 12; так при 


= — 2, —1, 0, 1, +2, + 3, | 4... 
13 будет —=—8, —1, 0, +1, - 8, 27, -- 64... 


г) Очень малому прирашению переменного числа х воответ- 
ствует и очень малое приращение функции 253. Так, если зна- 
ченне х=—=2 увеличим на дробь 0,01, т. е. если вместо х=2 
возьмем х==2,01, то функция у будет не 23 (т.е. не 8), а 2,013, 
что составит 8,120601. Значит, функция эта увеличится тогда 
на, 0,120601. Если значение х==2 
увеличим еще меньше, напр. на 8 4*------ 
0,001, то х3 еделается равным 
2,0013, что составит 8,012006001, 
п, значит, у увеличится только “^^” 
на 0,012006001. Мы видим, таким ——9/=2Ж 
образом, что если приращение чина = 
переменного числа х будет все 
меньше н меньше, то и прпра- 
щение 23 будет все меньше и тж 


меньше. 
Заметив это свойство функ- -4 1! 2 
ции у==23, начертим ее график. НИ -? 
Для этого предварительно со- "и -з 
ставим таблицу значений этой . -4 . 
функции, напр., такую: Е -5 
м — и -6 
х | 1 и, 2 24, 3 | ... у г------ -7 
о ИР и 
у | 8 158 27|... Е 
| Черт. 43. 


Для отрицательных значений 4 получатся для у те же числа, 
которые указаны в этой таблице. только со знаком —. Построим 
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теперь точки, соответствующие взятым значениям хиу (черт. 43). 
Вследствие того, что ординаты у растут значительно быстрее 
збецисс, удобнее на чертеже взять для ординат единицу длипы 
меньшую, чем для абсцисс. Напр. для ординат взять 1/, см, 
а для абецисс 1 см (как у нас на чертеже). Тогда, конечно, 
кривая окажется сжатою в вертикальном направлении. На по- 
строенном графике все свойства функции у —=13, которые мы 
сейчас указали, предетавляются вполне наглядными. 

163. График функции у==а23. Возьмем такие две функцип: 


1) у=1/, 53; 2) у=223. 


Если сравним эти функции с более простой: у-==23, то за- 
метим, что при одном и том же значении х первая функция 
получает значенпя вдвое меньшие, & вторая вдвое большие, чем 
функция у=23; во всем остальном эти три функции сходны 
между собой. Графики их изображены для сравнення на одном 
и том же чертеже (43). Кривые эти называются параболами 
3-й степени. 


Глава шестая. 


Основные свойства извлечения корня. 


164. Задачи. а) Найти сторону квадрата, которого площади 
равнялась бы площади прямоугольника © основанием 16 см и 
с высотою 4 см. 

Обозначив сторону искомого квадрата буквою х (см), полу- 
чим Такое уравнение: 


12 ==16-4, Т.е. 12 —= 64, 


Мы видим таким образом, что 2 есть такое число, которое, будучи 
возвышено во вторую степень, дает в результате 64. Так. и. 
число называется корнем второй степени из 64. Оно равно 
—- 8 или — 8, так как (-|- 8)? =64 и (— 8)? =6+4. Отрицательное 
число — 8 для нашей задачи не годится, так как сторона квад- 
рата должна выразиться обыкновенным арифметическим числом. 

6) Свинцовый кусок, весящий 1 *2 315 2 (1375 2), имеет 
форму куба. Как велико ребро этого куба, если известно, что 
1 куб. см свинца весит 11 граммов? 

Пусть длина ребра куба будет х см. Тогда его объем будет 
равен 23 ^уб. см, а вес его окажется 11433. 

Значит: 1123—1375: 43-=1375:11==125. 
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Мы видим таким образом, что х есть такоь Число, которое, 
будучи возвышено в третью степень, составляет 125. Такое число 
называется корнем третьей степени из 125. Оно, как 
нетрудно догадаться, равно 5, так как 53—5.5-5=125. Значит, 
ребро куба, о котором говорится в задаче, имеет длину в 5 см. 

165. Определение корня. Корнем второй степени (или квад- 
ратным) из числа а называется такое число, которого квадрат 
равняется @а. Так, квадратный корень из 49 есть 7, а также 
п—7, так как 12—49 и (—1)*-=49. Корнем третьей степени 
(кубичным) из числа а называется такое число, которого куб 
равняется а. Так, кубичный корень из — 125 есть—5, так как 
(— 5) =(—5)(— 5) (—5) = — 125. 

Вообще корнем п-ой степени из числа а называется такое 
число, корюрою п-ая степень равна а. 

Число п, означающее, какой степени находится корень, назы- 
вается показателем корня. 

Корень обозначается знаком У (знак радикала!), т.е. знак 
корня). Под горизонтальной чертой его пишут то число, из 
которого корень отыскиваетея (подкоренное чиело), & над 
отверстием угла ставят показатель корня. Так: 


з_ 
корень кубичный из 27 обозначается .....127; 


$ — 
корень четвертой степени из 32 обозначается... 32. 


Показатель квадратного корня принято не писать вовсе, напр. 


2 
вместо У16, пишут И16. 

Действие, посредством которою отыскивается корень, назы- 
вается извлечением корня; оно обратно возвышению в сте- 
пень, так как посредством этого действия отыскивается то, что 
дано при возвышении в степень, именно основание ‘степени, & 
дано то, что при возвышении в степень отыскивается, именно 
сама степень. Поэтому яравильность иззлечения корня мы можем 
осезда поверять возвышением в степень. Напр., чтобы проверить 


з ——_ 
равенство: И 125=5, достаточно 5 возвысить в куб: получив 
подкоренное число 125, мы заключаем, что корень кубичный из 
125 извлечен правильно. 


+) Латинское слово гаф!х означает корень. Знак у впервые введен 
в ХУ столетии. 
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Чтобы убедиться в верности этого равенства, возвысим пра- 
вую часть его в Квадрат (по теореме: чтобы возвысить в степень 
произведение...): 


ИЗУиЗ Ис)" (Уз) (УЗ) 5) 
Но, согласно определению корня, 
(И @)*= а, (ИВ) =, (И в) = с. 
Следовательно 


(ИвиИЪИс }°—= ас. 


Если же квадрат произведения Иа ИФ с равен абс, то 
это значит, что произведение это равно квадратному корню из 
абс. 

Подобно этому: 


3. 3,33 
И ас —=Иа (/ИФУИе, 


зв \3 3 __ __ 
(= ИБ (95) (5 ав 


Значит, чтобы извлечь корень из произведения, достаточно 
извлечь ео из каждозю сомножителя отдельно. 

6) Легко убедиться поверкою, что следующие равенства 
верны: 


так как 


И а* — а?, потому что (а1)1 = а; 
З 
ил 2—4, „ 2 (03 —= Шу ит. п. 


Значит, чтобы извлечь корень из степени, показатель которой 
делится на показатель корня, можно разделить показатель сше- 
ченё на показатель корня. 

в) Верны будут также и следующие равенства: 


9 3 383 9 
9 Щи =-;, потому что (1) = 4а— 


= 42 16; 
16 и16 . 
з 
. зим Е р 2133 5 
8 —_ 5 — —_ — — =— - 
И=у 3», к] к (1 о 21 
ии 


Значит, чтобы извлечь корень из дроби, можно извлечь ею из 
числителя и знаменателя опдельмо. 
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Заметим, что в этих истинах предполагается, что речь идет 
о корнях арифметических. 
Примеры. 


1) И 94168 —=Иэ Им“ И == за258; 


2) и 1254829 = 155 и а у = 547213. 

Замечание, Если искомый корень четной степени и 
предполагается алгебраический, то перед найденным 
результатом надо поставить двойной знак --. Так, 


и 95% —= + 343. 


169. Простейшие преобразования радикалов. а) Вынесе- 
ние множителей за знак радикала. Если подкоренное 
выражение разлагается на такие множители, что из некоторых 
из них можно извлечь корень, то такие множители, по извле- 
ченни из них корня, могут быть написаны перед знаком ради- 
кала (могут быть вынесены за знак радикала). 

Примеры. 

1) раз =Иа?а =КазИа=аиа. 

2) 214153 = 4. ба*дт == 2а21 И 6х. 


3 3 3 

3) И 16 ИВ: 2435 —2%у 9х. 

6) Подведение множителей под знак радикала. 
Нногда бывает полезно, наоборот, подвести под знак радикала, 
множители, стоящие перед ним; для этого достаточно возвысить 
такие множители в степень, показатель которой равен показателю 
радикала, а затем написать множителями под знаком радикала. 

Примеры. 


1) И а=И (@?)2а =Иаа=И 5. 
3 3 3 $ 
2) ЖИ 2 =И (2535 =И 8.425 = И 84. 


в) Освобождение подкоренного выражения от 
знаменателей. Покажем это на следующих примерах: 


1) у =. Преобразуем дробь так, чтобы из знаменателя 


можно было извлечь квадратный корень. Для этого умножим 
оба члена дроби на 6: 


УЕ-ИЕЕ УИ 
и = 
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2) из. Умпожим оба члена дроби на 2, на а и нах, т. 
2ах 


на а 
3 -2ах 2ах _ | 6а2 _ уб6баз 


в: =] дала Изя а а 


У вах. 


Замечание. Если требуется извлечь корень из алгебран- 
ческой суммы, то было бы ошибочно извлечь его из каждого 
слагземого отдельно. Напр. И 16 = 25=5, тогда как 
ИЗ + И16=3-4=7; значит, действие извлечения корня по 
отношению к сложению (и вычитанию)} не облялдает распредели- 
тельным свойством (как и возвышение в степень, 8 61, заме- 
чанио}, | 
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ОТДЕЛ СЕДЬМОЙ. 
ИЗВЛЕЧЕНИЕ КВАДРАТНОГО КОРНЯ ИЗ ЧИСЕЛ. 
Глава первая. 


Извлечение из данного целого числа наибольшего 
целого квадратного корня. 


170. Предварительные замечания. а) Так как мы будем 
товорить об извлечении только квадратного корня, то для сокра- 
щения речи в этой главе мы вместо „квадратный“ корень будем 
говорить просто „корень“. . 

6) Если возвысим в квадрат числа натурального ряда: 
1,2,3,4,5. . ., То получим такую таблицу квадратов: 


1,4,9, 16,25, 36, 49, 64, 81, 100, 121, 144... 


Очевилно, имеется очень много целых чисел, которые в этой 
таблице не находятся; из таках чисел, конечно, нельзя извлечь 
целый корень. Поэтому, если требуется извлечь корень из какого- 


нибудь целого чиела, напр. требуется найти /’4082, то мы усло- 
вимся это требование понимать так: извлечь целый корень из 
4082, если это возможно; если же нельзя, то мы должны найти 
наибольшее целое число, квадрат которого заключается в 
4082 (такое число есть 63, так как 63?=3909, а 642 =4096). 

в) Сели данное число меньше 100, то корень из него нахо- 


дитея по таблице умножения; так, У 60 будет Т, так как семью 7 
равно 49, что меньше 60, & восемью 8 составляет 64, что 


болЕШе 60, 
1. Извлечение корня из числа, меньшего 10000, но боль- 


шего 100. Пусть вадо найти у 4082. Так как это число меньше 
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10000, то корень из него меньше И 10 000 = 100. С другой сто- 
роны, данное число больше 100; значит, корень из него больше 
(или равен 10)!). Но всякое число, которое больше 10, но меньше 
100, имеет 2 цифры; значит, искомый корень есть сумма 


десятки -|- единицы, 


и поэтому квадрат его должен равняться вумме: 
(дев. -- 2. (дес.) - (ед.) - (ед.)*. 


Сумма эта должна быть наибольшим квадратом, заключаю- 
щихся в 4082. Так как (десятки)? составляют сотни, то квадрат 
десятков надо искать в сотнях данного числа. Сотен в данном 
числе 40 (мы находим их число, отделив запятой две цифры 
справа). Но в 40 заключается несколько целых квадратов: 
36, 25,16... п др. Возьмем из них наибольший, 36, и допуетим, 

что квадрат десятков корня будет равен именно 

У 40'82 =6 этому наибольшему квадрату. Тогда чиело де- 
сятков в корне должно быть 6. Проверим теперь, 
, что это всегда должно быть так, т. е. всегда нцело 
45 - десятков корня равно наибольшему целому корню 

нз числа сотен подкоренною числа. Дейотви- 

тельно, в нашем примере чиело десятков корня не может быть 
больше 6, так как (7 дес.) =49 сотен, что превосходит 4082. 
Но оно не может быть и меньше 6, так как 5 дес. (с едини- 
цами) меньше 6 Дес., а между тем (6 Дес.)2==36 сотех, что 
меньше 4082. А так как мы ищем наибольший целый корень, 
то мы не должны брать для корня 5 дес., когда и 6 десят- 
ков оказывается ке много. Итак, мы нашли число десятков 
корня, именно 6. Пишем эту нифру направо от знака —, запо- 
мнив, что она означает десятки корня. Возвысив ее в квадрат, 
получим 36 сотен. Вычитаем эти 36 сотен из 40 сотен подко- 
ренного числа и сносим две остальные цифры данного числа. 
В остатке 482 должны содержаться 2. (6 дес.) . (ед.) | (ед.)?. 
Произведение (6 дес.) - (ед.) должно составлять десятки; 
поэтому удвоенное произведение десятков на единицы надо 
искать в десятках остатка, т.е, в 48 (мы получим число их, 
отделив в остатке 48'3 одну цифру справа). Удвоенные десятки 


36 


1) Если бы, напр., требовалось найти и, то хотя чцездо 120 > 100, однака 
И120 равен 10, так как 11“ = 121, 
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корня составляют 12. Значит, если 12 умножим на единипы 
корня (которые пока неизвестны), то мы должны получить число, 
содержащееся в 48. Поэтому мы разделим 48 на 12. Для этого 
налево от остатка проводим вертикальную черту и за нею (отсту- 
пив от черты на одно место влево для цели, которая сейчас 
обнаружится) напишем удвоенную первую цифру корня, т. е. 12, 
и на нее разделим 48. В частном получим 4. Однако, заранее 
нельзя ручаться, что цифру 4 можно принять за единицы корня, 
так как мы сейчас разделили на 12 вое число десятков остатка, 
тогда как некоторая часть из них может и не принадлежать удвоен- 
ному произведению десятков на единицы, а 


входит в состав квадрата единиц. Поэтому — 
цифра 4 может оказаться велика. Надо ее испы- и 408 —6 
тать, Она, очевидно, годится в том случае, 36: 
если сумма 2.(6 дДес.)-4-- 43 окажется не 124145'2 
больше остатка 482. Сумму это мы можем вы- 41496 


числить сразу таким простым приемом: за вер- 
тнкальной чертой к удвоенной цифре корня (к 12) 
приписываем справа цифру 4 (поэтому-то мы и отступили от 
черты на одно место) и на нее же умножим полученное чпело 
(121 на 4). Действительно, производя это умно- 


жение, мы умножаем 4 на 4, значит, находим И 40'32 --= 63 
квадрат единиц корня; затем мы умножаем 36 

12 десятков на 4, значит находим удвоенное 182 
произведение десятков корня на единицы. В 3 Зв 9 ' 


результате получаем сразу сумму того и дру- 
гого. Полученное произведение оказалось 496, 
что больше остатка 482; значит, цифра 4 велика. 
Тогда испытаем таким же образом следующую меньшую цифру 3 
Для этого сотрем цифру 4 и произведение 496 и вместо цифры 
4 поставим 3 и умножим 123 на 3. Произве- 
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дение 369 оказалось меньше остатка 492; зна- 62? ==36 

чит, цифра 3 годится (если бы случилось, что 36 
и эта цифра велика, тогда надо было бы испы- ы 
тать следующую меньшую цифру 2). Нишем _‚ 3969 
цифру 3 в корне направо от цифры десятков. 1 118 
Последний остаток 113 показывает избыток 4082 


данного чаела над наибольшим целым квадрэ- 

том, заключающимся в нем. Для поверки мы возвысили в квад- 
рат 68 ик результату приложили 113; так как в сумме полу- 
чилось данное число 4082, то действие сделано верно. 
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Премеры. 


1) И 12725 =36 2) И 86755 =93 ` И 1655 == 10 
9 81 _ _16 
65 [32'5 183 [5575 8 | 0'5 
5 1325 3 |519 
о 6 
4) И 872 =25 5) И 64700 == 80 
4 64 
не 06 
9 | 441 
81 


В примере 4-м при делений 47 десятков остатка на 4, мы 
получаем в частном 11. Но так как цифра единиц корня не 
может быть двузвачным числом 11 или 10, то падо прямо 
испытать цифру 59. 

В прямере 5-м после вычитания пз первой грапи квадрата 
8 остаток оказывается 0, и следующая грань тоже состопт из 
нулей. Это показывает, что искомый корень состопт только из 
8 десятков, и потому на место единиц надо поставить нуль. 

172. Извлечение корня из числа, большего 10000. Пусть 
требуетсл найти И 35 ‹52. Так как полдкоренное число превос- 
ходат 10000, то корень из него больше И 10000 = 100 и, следо- 
валельно, он состоит из 3 цифр или более. Из скольких бы цифр 
он ни состоял, мы можем его всегда рассматривать как сумму 
только десятков и единиц. Если, напр., корень оказалзя бы 482, 
то мы можем его считать за сумму 48 дес.--2 ед. Тогда квад- 
рат корня будет состоять из 3 елагаемых: 


(дес.)? +-2. (дес.) (ед.) -- (ед.)?. 


Теперь мы можем рассуждать совершенно так же, как п 
при нахождении /4082 (в предыдущем параграфе). Разница 
будет только та, что для нахождения десятков корня из 4082 
мы должны были извлечь корень из 40, и это можно было сде- 
лать по таблице умножения; теперь же для получения десятков 
И 32752 нам придется извлечь корень из 357, что по таблице 
умножения нельза выполнить. Но мы можем найти И 357 тем 
приемом, который был описан в предыдущем параграфе, так как 
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число 357 < 10000. Наибольший целый ко- 
рень из 357 оказывается 18. Значит, 


вИ 55782 должно быть 18 десятков. Чтобы 
найти единицы, надо из 3'57'32 вычесть 
квадрат 18 десятков, для чего достаточно 
вычесть квадрат 18 из 357 сотен и к 
остатку снести 2 последпие цифры подко- 
ренного числа. Остатек от вычитания квад- 
рата 18 из 357 у нас уже есть: это 33. 
Значит, для получения остатка от вычитания квадрата 18 дес. 
из 35782, достаточно к 33 приписать справа цифры 82. Далее 
поступаем так, как мы поступали при нахождении У 4082, а 
именно. налево от остатка 3382 проводим вертикальную черту 
и за нею пишем (отетупив от черты наз одно место) удвоенное 
чиело найденных десятков корня, т. е. 36 (дважды 18). В остатке 
отделяем одну цифру справа и делим число десятков остатка, 
т.е. 333, на 36. В частном получаем 9. Эту цифру испытываем, 
для чего ее приписываем к 36 справа и на нее же умножаем. 
Произведение оказалось 3321, что меньше остатка. Значит, 
цифра 9 годится, пишем ее в корне. 

Вообще, чтобы извлечь квадратный корень из какого угодно 
целого числа, надо сначала извлечь корень из числа его сотен; 
если это число более 100, то придется искать корень из числа 
сотен этих сотен, т. е. из десятков тысяч данного числа; если 
и это число более 100, придется извлекать корень из числа 
сотен десятков тысяч, т. е. из миллионов данного числа, и т. д. 


Примеры. 


1) УВ7200'00 = 2952 2) И 3'50'32'60'89 == 18717 


37 421 [261 98'9 
7| 261989 
о 
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3) ИУ5Г1 51'10'5 56 == 3084 
9 : 
5110 
4864 


2465'6 
24656 


о 


603 
8 


6164 
4 


В последнем примере, найдя первую цифру и вычтя квад- 
рат ее, получаем в остатке 0. Сносим следующие 2 цифры 51. 
Отделив десятки, мы получаем 5 дес., тогда как удвоенная най- 
денная цифра корня есть 6. Значит, от деления 5 на 6 мы 
получаем 0. Ставим в корне 0 на втором месте и к остатку 
еносим следующие 2 цифры; получаем 5110. Далее продолжаем 
как обыкновенно, 

4) 78100700 = 900 
81 


о 


В этом примере искомый корень состоит только из 9 сотен, 
и потому на месте десятков и на месте единиц надо поставить 
нули. 

Правило. Чтобы извлечь квадратный корень из Эанною 
целозю числа, разбивают ео, от правой руки к левой, на ани, 
по 8 цифры в каждой, кроме последней, в которой может быть 
% одна цифра. Чтобы найти первую цифру корня, извлекают 
ввадратный корень из первой зрани. Чтоды найти вторую 
цифру, из первой зрани вычитают квадрат первой цифры корня, 
® остатку сносят вторую зрань и число десятков получившеюся 
числа делят на уовоенную первую цифру корня; полученное целое 
число подвелают испытанию. Испытание это производится так: 
за вертикальной чертой (налево от остатка) пишут удвоенное 
ранее найденное число корня и к нему, с правой стороны, припи- 
сывают испытуемую цифру; получившееся после этой приписки 
число умножают на ичспытуемую цифру. Ели после умножения 
получиаися число, большее остатка, то испытуемая цифра не 
зобится в надо испытать следующую меньшую цифру. Оледую- 
цне цифры корня находятся по тому же приему. 

Если после снесения зрани число десятков получивиезося числа 
окажется меньше делителя, т. е. меньше удвоенной найденной 
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части корня, то в корне ставит 0, сносят следующую ариць и 
продолжают действие дальше. | 

173. Число цифр корня, Из рассмотрения процесса нахежде- 
нля корня еледует, что в корне столько цифр, сколько в подно- 


ренном числе заключается зрачей по 2 цифры каждая (8 лезой 
‚рану может быть и одна цифра). 


Глава вторая. 


Извлечение приближенных квадратных корней из 
целых и дробных чисел). 


174. Признаки точного квадратного корня. Точным квадрат- 
ным корнем из данного числа называется такое число, квадрат 
которого в точности равняется данному числу. Укажем некото- 
рые признаки, по которым можно судать, извлекаетея ли из 
данного числа точный корень, или нет: 

а) Если из данного целого числа не извлекается точный 
целый корень (получается при извлечении остаток), то из такого 
чясла нельзя найти и дробный точный корень, так как всякая 
дробь, не равная целому числу, будучи умножена сама па себя, 
дает в произведении тоже дробь, а не целое число. 

6) Так как корень из проби равен корню из чиелителя, 
деленному на корень из знаменателя, то точный корень из несо- 
кратимой дроби не может быть найден в том случае, если его 
нельзя извлечь из числителя илв из знаменателя. Напр. из дро- 
бей 4/., 8/; п 11/., нельзя извлечь точный корень, так как в пер 
вой дроби нельзя его извлечь из знаменателя, во второй — из 
чвельтеля и в третьей — ви из чиелилеля, ни из знаменателя. 

Из таких чисел, из которых нельзя извлечь точный корень, 
можно извлекать лишь пр .ближенные корни, 

175. Приближенный корень с точностью ' до 1. Приближенным 
квадратным корнем с точностью до 1 из данного числа (целого 
или дробного — все равно) называется такое целое число, кото- 
рое удовлетворяет следующим двум требованаям: 1) квадрат 
этого чнела не больше данного числа; 2) но квадрат этого чиела, 
увеличенного нз, 1, больше данного числа. Другими словами, 
приближенным квадратным корнем с точностью до 1 называется 
наибольший целый квадратный корень из данного числа, т. е. 


$) Извлечение квадратного корня из многочленов см. в дополнениях ко 2-8 
части $ 399 и след. 
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Тот корень, который мы научились находить в предыдушеи 
главе. Корень этот называется приближенным © точностью 
до 1, Потому что для получения точного корня к этому приб. 
лиженному корню надо было бы добавить еще некоторую дробь, 
меньшую 1, так что если вместо неизвестного точного корня 
мы возьмем этот приближенный, то сделаем ошибку, меньшую 1, 

Положим, требуется найти приближенный квадратный корень 
с точностью до 1 из 395,74. Тогда, не обращая внимания на 
дробь, извлечем корень только из целого числа. Нолучевный 
корень 19 будет искомый, так как 


192 < 395,74, а 202>> 305,14. 


—_ Правило. Чтобы извлечь приближенный 


И 395 =19 квадратный кор’нь с точностью 90 1, надо из- 
1 влечь наибольший целый корень из целой части 

25] 29'5 данноо числа. 

91 261 Цайденное по этому правилу число есть 
84 приближенный корень с недостатком, так 


как в нем недостает до точного корня некоторой дроби (мень- 
шей 1). Если этот корень увеличим на „1, то получим другое 
число, в котором есть чекоторый избыток над точным корнем, 
и избыток этот меньше 1. Этот увеличенный на 1 корень можно 
назвать тоже приближенным корнем се точноегью до 1, но с 
избытком !). 

176. Приближенный корень с точностью до 1/5. Пусть тре- 
буется найти И 2,35194 с точностью до 1/о. Это значит, что тре- 
буется найти такую десятичную дробь, которая состояла бы из 
целых единиц и десятых долей и которая удовлетворяла бы 
двум следующим требованиям: 1) квадрат этой дроби не превос- 
ходит 2,35104, но 2) если увеличим ее на 1//„ то квадрат этой 
увеличенной дроби .превосходит 2,35104, 

Чтобы найти такую дробь, мы сначала 
ВЕ найдем приближенный корень с точностью 
ты до 1, т. е. извлечем корень только из целого 


г числа 2. Получим 1 (и в остатке 1). Пишем в 
25135 корне цифру! и ставим после нее запятую. Те- 
5125 перь будем искать цифру десятых. Для этого 

10 сносим к остатку 1 цифры 35, стоящие на“ 


право от запятой, и продолжаем извлечение 


') Названия: „с недостатком“ или „с избытком“ в некоторых математичесеих 
книгах заменены другими равносильными: „по недостатку“ или „по избытку“. 
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тэк, как будто мы извлекали корень яз целого числа 235. По- 
лученную цифру 5 пишем в корне на месте десятых. Осталь- 
ные цифры полкоренного числа (104) нам не нужны. Что 
полученное число 1,5 будет действительно приближенный корень 
е точностью до 1/5. видно из следующего. Если бы мы находили 
наибольший целый корень из 235 с точностью до 1, то полу- 
чили бы 15. Значит: 


152 = 235, но 1627 235. 


Разделив все эти числа па 100, получим: 


1 = 2,35; 1" > 2,35; 
т.е. 
(5) = 2,35; (6 > 2,35; 
ИЛИ 
1,57 = 2,35; — 1,62>> 2,85. 


Зпачит, число 1,5 есть та деелтичная дробь, которую мы 
назвали приближепным корнем с точностью до 1/;-. 

Найдем еще этям понемом следующие приближепиые корип 
с точностью до 0,1: 


И 57,40 =7,5 И 9,30 =0,5 У 0,03"; =—0,1 
49 25 1 
145| 54'0 5 2 
5] 725 
115 


177. Приближенный квадратный корень с точностью до 1/;о%, 
ДО 1/00 и т. д. Пусть требуется найти с точностью до 1/; и при- 
ближенный У 213. Это значит: найти такую десятичею дробь, 
которая состояла бы из целых, десятых и еотых долей и кото- 
рая удовлетворяла бы двум требованиям: 1) квадрат ее не пре- 
ВОСХхОДНТ 248, но 2) если увеличим эту дробь на 1/ о, То квад- 
рат этой увеличенной дроби превосходпт 243. Такую дробь мы 
найдем в Такой последовательности: сначала отышщем целое 
число, потом цифру десятых, затем и цифру сотых. Корень из 
целого числа будет 15 целых, Чтобы получить цифру десятых, 
надо, как мы видели, снести к остатку 23 еще 2 цифры, стоящне 
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направо от запятой. В нашем примере 
И 2'15,,00'00 = 15,74 этих цифр нет вовсе, ставим на их ме- 

ЕЁ: сто нули. Припиеав их к остатку и 
Е: продолжая действие так, как будто 


=1 т 
7”. т : находим корень из целого числа 24 800, 
_ о. мы найдем цифру десятых 7. Остаетея 
5072800 найти цифру сотых. Для этого припн- 
72149 : сываем к остатку 151 еще 2 нуля и 
3 144| 1 510'0 продолжаем извлечение, как будто 
41757 6 мы находим корень из целого числа 


2430000. Получаем 15,74. Что это 
число действительно есть прибли- 
женный корень из 248 с точностью до 1/ у, видно из следую- 
щего. Если бы мы находили напбольший целый квадратный 
корень из целого числа 2450000, то получили бы 15174, значит; 


2524 


1571? = 2430 000, но 1575?>> 2480 000. 


Разделив все числа на 10000 (== 1002), получим: 


и == 243,000; 197% 248,0000, 
Т.е. 
(Ре) < 248,0000; 5 > 218,000, 
или 


15,74? = 248; 15,152 > 248. 


Значит, 15,74 есть та десятичная дробь, которую мы назвали 
приближенным корнем с точностью до 1/% Из 248. 

Применяя этот прием к нахождению приближенного корня 
С ТОЧНОСТЬЮ ДО 1/00, ДО 1/00 И Т. д, найдем следующее. 

Правило. Члмобы извлечь из данною целоо числа или из 
данной десятичной дроби приближенный корень с точностью до 
1/10 90 1/00. 90 0ш № т. 0., находят сначала приближенный 
корень е точностью д0 1, иззлекая корень из целою числа (если 
ею нет, пишут в корне О целых). 

Потом находят цифру десятых. Для этозо к остатку сносят 
2 чифры подкоренноо числа. стоящие направо от залятой (если 
ит нет, приписывают к остатку два нуля), и продолжают извле- 
чение так, каз это делается при извлечении корня из целою чила. ` 
Полученную цифру пишут в корне на месте деслтих. 
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Затем находят ичифру сотых. Для чтото к остатки сносят 
енова две цифры, стоящие направо от тех, которые били зполько 
но снесены, в т. д. 

Таким образом, при извлечении корня из целого числа с 
десятичной дробью, надо делить на лрани по 2 цифры в каждой, 
начиная от запятой, каз: влево (в целой заети числа), так и 
право (в дробной части). 


Примеры. 
1) Найти до 1/0 корни: а) 2; 6) И 0,3; 
а) И2=1,41 6) И0,30 == 0,54 
1 . 25 
23110'0_ 104|.>0'0 
41 36 4416 
281[10'0 84 
1281 
119 
2) Извлечь до 1/00: а) И0.33112; 6) УЗ 
з) И 0,35'47':0 — 0,6202; 6) ИЗ. =И5.49'35'1142 
36 ИТГ 4? = 0,6516 
122|24'7 36 
21244 125|63'5 
о 5625 
221304 130416071 
7196 415216 
130868 5512 
6|7 8516 
7026 


В последнем примере мы обратили дробь 3/, в десятичную, 
вычиелив 8 десятичных знаков, чтобы образовались 4 грани, по- 
требные для нахождения 4 десятичных знаков корня. 

178. Описание таблицы квадратных корней. В конце этой книги 
приложена таблица квадратных корней, вычисленных с четырьмя 
цифрами. По этой таблице можно быстро находить квадрат- 
ный корень из целого числа (или десятичной дроби), которое 
выражено не более, чем четырьмя цифрами. Прежде чем 
объяснить, как эта таблица устроена, заметим, что первую 
значащую цифру искомого корня мы веегда можем найти без 
помощи таблиц по одному взгляду на подкоренное число; мы 
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легко тзкже определим, какой дегятичный разряд означает пер. 
вая цифра корня и, следовательно, где в корне, когда найдем его 
цифры, надо поставить запятую. Приведем несколько примеров: 

1) И5’27,3. Первая цифра будег 2, так как левая грань под- 
коренного числа есть 5, а корень из 5 равен 2. Кроме того, 
так как в целой части подкоренного числа всех граней только 2, 
то в целой части искомого корня должно быть 2 цифры и, сле- 
довательно, первая его цифра 2 должна, означать десятки. 

2) И5,0:1. Очевидно, в этом корне первая цифра будет 
3 простые единицы. 

8) И5,07з3'1. Первая значашая цифра есть 9, так как грань, 
из которой пришлось бы извлекать корень для получения пер- 
вой значашей цифры, есть 83, а корепь из 83 равен 9. Так как 
в искомом числе не будет ни целых, ни десятых, то первая 
цифра 9 должна означать сотые. 

4) И0,13'35. Первая зпачащая цифра есть 8 десятых. 

5) И09,00'00'357. Первая значащая цифра будет 5 тысячных. 

Сделаем еще одпо замечапие. Положим, что требуется 
извлечь корень из такого ч:ела, которое, после отбрасывания 
в нем запятой, изображается рядом таких цифр: 5681. Корень 
этот может быть одян из следующих: 

И55>: Изв; Иов: ИБ; И%,555.:; И0,05581: ит. д. 

Если возьмем корни, подчеркнутые нами одной чертою, то все 
опи будут выражены одним и тем же рядом цифр, именно теми 
цифрами, которые получаются при извлечении корня из 5681 
(это будут цифры 7, 5, 3, 7). Причина этому та, чт» грани, на 
которые приходится разбивать подкоренное число при нахожде- 
нии цифр корня, будут во всех этих примерах одни и те же, 
поэтому и цифры для каждого корня окажутся одинаковые 
(только положение запятой будет, конечно, различное). Точно 
так же во всех корнях, подчеркнутых нами двумя чертами, 
должны получиться одинаковые цифры, именно те, которыми 
выражается И 563,1 (эти цифры будут 2, 3, 8, 3), и по той же 
причине. Таким образом, цифры корней из чисел, изображаемых 
(по отбрасывании запятой) одним и тем же рядом цифр 5631, 
будут двоякого (и только двоякого) рода: либо это ряд 7, 5, 3, 7, 
либо ряд 3, 3, 8, 3. То же самое, очевидно, может быть сказано 
о всяком другом ряде цифр. Поэтому, как мы сейчас увидим, 
в таблице каждому ряду цифр подкоренного числа соответ- 
ствуют 2 ряда цифр для корней. 
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Теперь мы можем объяснить устройство таблицы и способ 
ее пользования. Для ясности объяснения мы изобразили здесь 
начало первой страницы таблицы: 


|1 |2 | | в| тв 9] 123 


авт 8 9 


10 1000]1005101‹ | 015]1020/1075]103( [1034110391044 0111 223| 3 43 
16231151 31931 320913225] ‚240]325613271132863302 235| 689 111 12 13 


11 1049] 105. [10551 1063] 1068107210977] 108: | 08611091] 0111223] 3 44 
331 1333 | 34. 3362]|3376133911340613421 | 343513450] 134| 619 | 10 12 13 


| 


Таблица эта расположена на нескольких страницах. На каж- 
дой из них в первой слева колонке помещены числа 10, 11, 12... 
(до 99). Эти числа выражают первые 2 цифры числа, из которого 
ищется квадратный корень. В верхней горизонтальной строчке 
(& также и в нижней) размещены числа: 0, 1, 2, 3... 9, пред- 
ставляющие собою 3-ю цифру данного числа, а затем далее нз- 
право помещены цифры 1, 2, 3.... 9, представляющие собою 
4-ю цифру данного числа. Во всех других горизонтальных етроч- 
ках помещены по 2 четырехзначных числа, выражающие ква- 
дратные корни из соответствующих чисел. 

Пуеть требуется найти квалратный корень из какого-нибудь 
числа, целого или выраженного десятичною дробью. Прежде 
всего находим без помощи таблиц первую цифру корня и ее 
разряд. Затем отбросим в данном числе запятую, если она есть. 
Положим сначала, что после отбрасывания запятой останутея 
только 3 ппфры, напр. 114. Находим в таблицах в левой край- 
ней колонке первые 2 цифры, т.е. 1}, и пнродвигаемея от них 
направо по горизонтальной строке до тех пор, пока не дойдем 
до вертикальной колонки, наверху (и внизу) которой стоит Зя 
цифра числа, т.е. 4. В этом месте мы находим два четырехзначных 
числа: 1068 и 3376. Которое из этих двух чисел надо взять и 
где поставить в нем запятую, это определяется первою цифрою 
корня и ее разрядом, которые мы нашли раньше. Так, если надо 
найти Уо,114, то первая цифра корня есть 3 десятых, и потому 
мы должны взять для корня 0,3376. Если бы требовалось найти 


Ут14, то первая цифра корня была бы 1, и мы взяли бы тогда 
1,068. 
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Таким образом мы легко наидем; 
И5,30=2,302; И718==26,80; И 0,915 ==0,9571 ит. и. 


Положим теперь, что требуется найти корень из числа, вы- 
разкенного (по отбрасыванни запятой) 4 цифрами, напр. 
И 715,6. Заметив, что первая цифра корня есть 2 десятка, нахо- 
дим для числа 745 так, как сейчас было объяснено, цифры 2729 
(это число только замечаем пальцем, но его не записываем). 
Потом продвигаемся от этого числа еще направо до тех пор, пока 
в правой части таблицы (за последнею жирною чертою) не встре- 
тим ту вертикальную колонку, которая отмечена наверху (и внизу) 
4-й цифрой данного числа, т. е. цифрой 6, и находим там число 1. 
Это будет поправка, которую надо приложить (в умг) 
к ранее найденному числу 2729; получим 2730. Это число запи- 
сываем и ставим в нем запятую на надлежащем месте: 27,30. 

Таким путем найдем, напр: 

И 41.37=6,661; И 4,457 ==2,107; И 0,01437 = 0,2107 ит. д. 

Если подкоренное число выражается только одной или дву- 
мля цифрами, то мы можем предположить, что поеле этих цифр 
стоит один или два нуля, и затем поступать так, как было обт- 
яснено для трехзначного числа. Напр. ИЛ = }'2,10==1,643; 
И 0,13 =#10,13'0 = 0,3606 и т. п. 

Наконец, если подкоренное число выражено более, чем 
4 цифрами, то из них мы возьмем только первые 4, & остальные 
отбросим, причем для уменьшения ошибки, если первая пз 
отбрасывземых ‘цифр есть 5 нли более 5, то мы увеличим на 
1 четвертую из удержанчых цифр. Так: 

И 357,331 ==18,91; 0,1935 1:=0,1025; и т, и. 

Замечание. В таблицах указан приближенный квадратный 
порень иногда с недостатком, иногда же с избытком, а именно 
тот из этих приближенных корней, который ближе подходит 
к точному корню. 

179. Извлечение квадратных корней из обыкновенных дробей. 
Точный квадратный корень из несократимой дроби можно из- 
влечь лишь тогда, когда оба члена дроби точные квадраты (8 174). 
В этом случае доотаточно извлечь корень из числителя и зва- 


менателя отдельно, напр.: 


` 
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Приближенный квадратный корень из обыкновенной дроби 
с какою-нибудь десятичною точностью проще всего можно нахо- 
дить, если предварительно обратим обыкновенную дробь в десл- 
тичную, вычиеслив в этой дроби такое чис- 


10 десятичных знаков после запятой, кото- — 7/5.4255-==1,55 
рое было бы в08в0е больше числа десятич- 1, 
ных знаков в искомом корне. Пусть, напр., 25|] 142 

надо найти И’23/, © точноетью до 0,01, т. е. 5] 125 

с 2 десятичнымн знаками после запятой. 305| 11785 

Для этого обратим 23/, в десятичную дробь У 1525 

се 4 десятичными знаками: 23/, = 2,4285... 260 


н извлечем приближенный корень из 
2,4285 © точностью до 0,01. 

Впрочем можно поступать и иначе. Объясним это на следую- 
щем примере: 

Найти приближенный И?/... 

Сделаем знаменатель точным квадратом. Для этого доста- 
точно было бы умножить оба члена дроби на знаменатель 24; 
но в этом примере можно поступить иначе. Разложим 24 на 
простые множители: 24==2.2.2.3. Из этого разложения видно, 
что если 24 умножить на 2 и еще на 3, то тогда в произведении 
каждый простой множитель будет повторяться четное число раз. 
и, следовательно знаменатель сделается квадратом: 


и== имею 
РГ оаазор 2.3 № 


Остается вычислить У’ 30 с какой-нибудь точностью и ре- 
зультат разделить на 12. При этом надо иметь в виду, что 
от деления на 12 уменьшится и дробь, показывающая степень 
точности. Так, если найдем У 30 с точностью до 1/1, и результат 
разделим на 12, то получим приближенный корень из дроби 5/., 
с точностью до 1/1. (а именно 54/15 И $3/. 5}. 


Глава третья. 


График функции = ИУ. 


180. Обратная функция. Пусть дано какое-нибудь уравнение, 
определяющее у как функцию от 5х, напр. такое: у=—=?. Мы 
можем сказать, что оно определяет не только у как функцию 
от г, но и, обратно, определяет х как функцию от у, хотя и 


[2 
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неявным образом. Чтобы сделать эту функцию явной, надо ро- 
шить данное уравнение относительно т, пранимая у за извесг- 
ное число; так, из взятого нами уравчения находим: х==Ии. 
Алзебранчегкое выражение, полученное для х после решения урао- 
нения, определяющею у как функцию от м, называется фун 

цчей, обратной той, которая определяет у. Значит, фувкци 
1—=—=У у обратна функоии у==4?. Если, как это принято, неза! 
висимое переменное обозначим т, а зависимое у, то полученную 
сейчас обратпую функцию можем выразить так: у==Их. Та 
ким образом, чтобы получить функцию, обратную даннсй (пря- 
мой), надо из уравнения, определяющего эту данную функцию, 
вывести х в зависимости от у и в полученном выражении 
заменить у на 5, & т на у. 

181. График функции у =. Функция эта невозможна при 
отрицательном значении х, но ее возможно вычислить (© любою 
точностью) при всяком положительном значения х, причем для 
каждого такого значения функция получает два различных зна- 
чения содинаковой збсолютной величиной, но с противоположными 
знаками. Если знаком И’ будем обозначать только арифме- 
тическое значение квадратного корня, то эти два значения 
фувкции можем выразить так: у= 5х. Для построения гра- 
фника этой функцин надо предварительно составить таблицу ее 
значений. Всего проще эту таблицу составить из таблицы зна- 
чений прямой функции: 


если значения у примем за значения т, и наоборот: 


ух. 


Нанеся все эти значения на чертеже, получим следующий 
график (черт. 44). 
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На том же чертеже мы пзобразили (прерызиестой линией) и 
(трафик прямой фунцьции у/ == 27. Сравним эти два графика между 
собою. 


182. Соотношение между графиками прямой и обратной 
функций. Для соетавления таблицы значении обратной функции 
у=- И тымы брали для х те числа, которые в таблице прямой 


функции у==2” служили значениями для у, а для у брали те 
:1сла, которые в этой 


таблице быти зн.чениями 
ля 5. Из этого следует, 
что оба графика одипа- 
цовы, только гр; фик пря- 
чой функции Так раепо- 
ожен относительно осн 
у.о, как график обрат- 
ной функции расположен 
относительно осн хов. 
Веледствие этого, если 
мы перегнем чертеж во- 
круг прямой 04, деля- 
щей пополам прямой угол 
;Оу, так, чтобы часть чер- 
зежа, содержащая полу- 
.вь Оу упала на ту Черт. 44. 
часть, которая содержит 


` 


полуось Ох, то Оу совместитея с Ох, все деления Оу совпадут 
в делепиями 0х, и Точки параболы у==? совмесгятея с соответ- 


отвующими точками графика у=-Е Их. Напр. точки М и М, 
у которых ордината 4, а абециесы 2 


2 и—2, совпадут ес точками 
ЛГ и №, у которых абсциеса 4, а ординаты 2 п —2. Еели же 
эти точки совпадут, то это значит, что прямые 21М' ин ММ’ пер- 
пендикулярны к ОА и делятся этою прямою пополам. То же самое 
чожно сказать о всех других соответствующих точках обоих 
гра4 иков. 

Таким образом, график обратной функции должен быть такой 
же, как и график прямой фупкции, но расположены эти гра- 
фики различно, а именно симметрично друг с другом относи- 
тельно биссеклрисы угла хОу. Можно сказать, что график обрат- 
ной функции есть отображение (как в зеркале) графика 
прямой функции относительно биссектрисы угла хОу. 
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ОТДЕЛ ВОСЪМОН. 


ДЕЙСТВИЯ НАД ИРРАЦИОНАЛЬНЫМИ ЧИСЛАМИ 
И ВЫРАЖЕНИЯМИ, 


Глава первая, 
Понятие об иррациональном числе. 


183. Соизмеримые и несоизмеримые с единицею значения 
величины. Как известно из геометрии, общею мерою двух 
отрезков прямой, или двух углов, или двух дуг одинакового 
радпуса, вообще двух значений одной и той же величины, назы- 
вается такое значение этой величины, которое в каждом из них 
содержится целое число раз без остатка. В геометрии же разз- 
ясняется, что могут быть такие два отрезка, которые не имеют 
общей меры (напр. сторона квадрата н его диагональ). 

Два значения одной и той же величины называются сонз- 
меримыми или несоизмернмыми между собою, смотря 
по тому, имеют ли они общую меру, или не имеют. 

184. Понятие 0б измерении, Пусть требуется измерить длину 
отрезка АВ (черт. 45) при помощи единицы длины СД. Для этого 


ыы 
Черт. 45. 
узнаем, сколько раз единица СШ содержитея в АВ. Пусть ока- 
жется, что она содержится в АВ 3 раза е некоторым остатком 


ЕВ, меньшим СП. Тогда число 3 будет приближенный результат 
измерения с точностью до 1 и притом с недостатком, так как 
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1В больше ЗСО, но меньше 401 (число 4 тоже можно 
вазвать приближенным результатом измерения с точностью до 1, 
но с избытком). ЗНелая получить более точный результат изме- 
рения, узнаем, сколько раз в остатке ЕВ содержится какая-нибудь 
доля единицы СР, напр. */› СО. Положим, что эта доля содер- 
жятся в ЕВ более 8, но менее 9 раз. Тогда числа 3,8 
и 3,9 будут приближенные результаты измерения отрезка АВ 
с точностью до 1/. , первое число с недостатком, второе с избытком. 
Желая получить еще более точный результат измерения, узнаем, 
сколько раз в последнем остатке содержитея 1/» доля еди- 
ницы СР. Положим, что эта доля содержится в остатке более 
5 раз, но менее 6 раз. Тогда чнела 3,35 и 3,86 будут приблн- 
женные результаты измерения отрезка АРВ с точностью до '/ о 
единицы. Можно продолжать такое измерение все далее и далее 
до тех пор, пока или не окажется никакого остатка, или остаток 
сделается столь малым, что им можно пренебречь; в первом 
случае мы получим точный результат измерения, во втором слу- 
чае — приближенный с точностью до той доли единицы, посред- 
ством которой измеряли в последний раз. 

Если отрезок АВ несоизмерим с единицею длины СО, то точ- 
ного результата измерения мы никогда получить не можем. 
Действительно, если допустим, что таким результатом была бы 
какая-нибудь дробь, напр. 53/»„, то тогда 1/. доля СР служила 
бы общею мерою для АВ и СР, а несоизмеримые отрезки общей 
меры не имеют. Нели же отрезок АВ соизмерим с СР, то мы 
могли бы получить точный результат измерения, если бы пред- 
варительно нашли общую меру для АВ и СШ и узнали, сколько 
раз она содержится в АВ и СР. Если, положим, общая мера 
в АВ содержится 23 раза, а в СО 11 раз, то АВ ==?3//, единицы 
СР. Но если, не отыскивая общей меры, мы производим изме- 
рение произвольно взятыми долями единицы, то и в этом случае 
можем часто не получить точного результата измерения. 

Измерение чаще всего производится посредетвом десятич- 
ных долей единицы; тогда результат измерения выражается 
десятичною дробью. Когда измеряемый отрезок соизмерим с еди- 
ницею длины, то десятичная дробь может получиться или ко- 
нечная (если общею мерою служит какая-нибудь десятичная 
доля единицы), или бесконечная (когда общая мера есть такая 
доля единицы, которая не обращается в точную десятичную дробь}. 
Если же измеряемый отрезок несоизмерим с единицею длины, 
то точного результата измерения быть не может, и потому деся: 
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тичная дробь должна оказаться бесконечной (если измерение 
продолжзетеся все дальше и дальше без конца). 

Полезно заметить, что есть существенная разница межсу 
той бесконечной десятичной дробью, которая может получиться 
от измерения соизмеримого огрезка, и тою, которая пронеходит 
от измерения несонзмеримого отрезка. Первая дробь должна 
быть пернодической, вторая вепернодической?). 

185. Иррациональные числа. Числа целые, дробные, деся- 
тичные конечные и десятичные периодические носят общее на- 
звание рациональных чнсел, десятичные бесконечные дроби 
непериодические называются пррациональными числами 2), 
Первые служат мерою величин, сопзмеримых с единицею, вто- 
рые — мерою величии, несоизмеримых © едипицею. 

ИНррациональное число считается известным (или дан- 
пым), если указан способ, посредством которого можно находить 
любое чиело его десятичных знаков. 

Два иррацпональных числа (ак и два рациональных) счи- 
таются равными, если они произошли от измерения одною 
и тою же единицею двух равных величин; из двух неравных 
чисел то считается большим, которое произошло от измерения 
большей величины. Две равные величины, конечно, должны со- 
держать в себе одинаковое число целых единиц, одинаковое 
число десятых долей, одинаковое число сотых долей и т. п., 
поэтому равные иррациональные числа должны быть выражены 
одинаковыми ци ррамиз). Большзя же величина должна еодер- 
жать в себе большее число целых илп-— при равенстве це- 
зых — большее чпиело десятых, или — при равенетве целых и 


1) Дейстьи езьно, в случае соизмеримости, мы вссгда могли бы получить 
точный результат изме ения в виде обыкновенной дроби. Обратив эгу обыкио- 
венную дробь в десятичную, мы выразн.и бы р”зультат измерения в виде 
десятичной дроби. Но обыкновенная дробь. обращаясь в бесконечную деся- 

тичпую, даст всегда периодическую дробь. В случае же несоиз»еримости 
` измеряемого отрезда, бесконечная десятичная др бь не может оказаться перио- 
дическою, так как, если бы онць быза такою, то ее можно было бы обратить 
в обыкиовенную. и тогда эту обыкновенная дробь была бы точным результатом 
измерония, а такого результата не может быть в сзучае несонзмеримости. Зна- 
чит, в эгом случае бесконечная десятитнан дро-ь дозжна быть непернолической. 

3) Латин кое с20в0о ТиНОо означаит отношение. Рационазьные числа 
те, которых отношение к 1 выражается точно, иррациональные те, которых 
отнош" ние к 1 не может быть выражено точно. 

3) Два равных рациональных числа могут иногла выражаться неохи- 
наковыми цифрами, именно тогда, когда одно из них есть периодическая дробь 
с периодом 9. Так, 4,999... =1, иди 2,3599... = 2,4. 
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десятых — большее число, сотых и т. д. Напр., чиело 2,745037... 
больтие числа 2,715029..., так как в первом 6-я цифра выражает 
число большее, чем 6-я цифра во втором, при тождественности 
всех предыдущих цифр. 

Иррациональные числа могут быть положительными и отри- 
цательными, смотря по тому, измеряют ли они величины, считае- 
хые положительными, или величины, считаемые отрицательными. 

186. Приближенные значения иррационального числа. Пусть 
нам дано какое-нибудь иррациональное чиело а *), т.е. пусть 
указан способ, посредством которого мы можем получить сколько 
угодно цифр числа а (этим способом может быть, напр., то пра- 
вило, посредством которого мы находим приближенные ква- 
дратные корни с точностью до 1/1, до 1/ео, До Чо И т. Д.). По- 
ложим, мы нашли тэакие 5 цифр числа а: 

== 1,4142... 

Возьмем из этих цифр несколько первых, напр. цифры 1,41, 
а остальные отбросим. Тогда мы получим приближенное 
значение числа а, причем это значение будет с недостат- 
ком, так как 1,41 < а. Если последнюю из удержапзых нами 
цифр увеличим на 1, т.е, вместо 1,41 возьмем 1,42, то получим 
тоже приближенное значение числа а, но с нзбытком. Обык- 
новенно из двух приближенных значений, из которых одно с не- 
д статком, другое с избытком, берут значение с недостатком, 
если первая из отброшенных цифр менее 5, и значение с избыт- 
ком, если эта цифра больше 5. 

187. Определение действий над иррациональными числами. 
Пусть аи В будут какие-нибудь данные положительные 
пррациональные чнела. Еели эти числа даны, то это значит, что мы 
можем найти их приближенные значения е любою точностью. Пусть, 
Напр., приближенные значения чисел а и В, взятые с недостатком, 
булут такпе (мы берем приближенные значения Из и У%): . 


| до 0,1 до 0,01 | ко 0,001 до 0,0001 
для числа... ... 1,1 | 1,73 | 1,732 | 1,7320 
для числа 8... 1,4 | 1,41 | 1,414 | 1,4142 


*) В матем таке иногда употребляются буквы греческо;о алфавита, чаще 


всего следующие: а (альфа), 3 (бэта), у (гамма), & (дезьта), е (эпсилон), 8 (гэта), 
* (пн). 2 (р9з, $ (фи), ® (омега). 
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(Соответствующие приближенные значения с избытком полу. 
чаются из этих чисел посредетвом усиления последнего деся. 
тичного знака на 1.) 

Тогда: а) сложить а и В значит найти число, которое было бц 


больше каждой из сумм: и меньше каждой из сумм: 
ТЕТЕ... = 3,1 1,8-1,5... ...=3,3 
1,73 1,41... .=3,14 1,14 1,42 .... 3,16 
1,132 -|- 1,414... ==3,146 1,733 -- 1,115... .=3,148 
1,7320 -- 1,4112... ==3,1462 1,7321 -- 1,4143 .. .==3,1464 


т. е. сложить числа а и 8 — значит найти такое третье число, 
которое было бы больше суммы любых приближенных ил значе- 
ний, взятых с недостатком, но меныше суммы любых приближен- 
ных значений, взятых с избытком. 

6) Беря приближенные значения чисел а п В. указанные 
сейчас, мы можем сказать, что произведение а} есть число, которое 


больше каждого из произв. ; н меньше каждого из произв. : 
1,1 -14.....==2,38 1,815... ..==2,10 
1,13 - 1,41... .=2,4398 1,74. 1,42... . 2,4108 
1,732 . 1,414. . .==2,449048 1,133 - 1,415. . .==2,452105 
1,7320 - 1,4142. .==2,44939440 1,7321 . 1,4143. .==2,44970903 


т. е. леремножить числа а и В — значит найти такое третье чис- 
ло, которое было бы больше произведения ит любых приближен- 
ных значений, взятых с недостатком, но меньше произведения 
их любых приближенных значений, взятых с избытком. 

в) Бозвысить иррациональное число а во вторую, третью, 
четвертую и т. д. степени — значит найти произведение, соста- 
вленное из двух, трех, четырех и т. д. сомножителей, равных а. 

г) Обратные действия определяются для иррациональных 
чпеел так же, как и для рациональных; так, выч. сть из числа 
а число В значит найти такое число х, чтобы сумма В -|- х равня- 
лась а, и т. п. 

Если одно из чисел а или В будет рациональное, то в укз- 
занных определениях прямых действий вместо приближенных 
значений такого числа можно брать точное число. 

Произведение пррационального чнела на нуль принимается, 
как и для чисел рациональных, равным нулю. 

Действия над отрицательными иррациональными чис- 

.лами производятся согласно правилам, данным для рациональ- 
ных отрицательных чисел. 

При более обстоятельном рассмотренни можно установить, что 
дгйснвия над иррациональными числами обладают теми же 
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свойствами, какие принадлежат действиям над числами рацчо- 
нальными; напр, сумма и произведение обладают свойствами 
переместительным и сочетательным; произведение и деление, 
кроме того, обладают еще распределительным свойством. Свой- 
ства, выражаемые неравенствами, также сохраняются у чнеел 
иррациональных; так, если а >В, то а-|-{ >В-Нт, а1 >В (если 
{>09 иа{< Е (если |< 9), ит. п. 


Глава вторая. 
Иррациональные значения радикалов. 


188. Приближенные корни любой степени. Мы уже говорили 
(88 175—177), что такое приближенные квадратные корни с точ- 
ностью До 1, До 1/; ит. д. и как эти корни находятся. Сказан- 
ное тогда о квадратном корне может быть применено к корню 


всякой другой степени. Напр., приближенным 5’ 2 с точностью 
ДО 1/1 называется такая десятичная дробь, состоящая из целых, 
десятых и сотых, куб которой меньше 2, но если увеличим ее 
на 1/1 и и эту увеличенную дробь возвыенм в куб, то получим 
больше 2. 

Мы не будем выводить правил для нахождения точных и 
приближенных корней кубичных и других более высоких сте- 
пеней; ограничимся только указанием следующего простого 
приема для нахождения таких корней. Пусть требуется найти 
/ 2. Приближенные корни с точностью до 1 будут, очевидно, 
числа 1 (с недостатком) и 2 (с избытком). Чтобы найти цифру 
десятых долей искомого корня, найдем в ряду: 


1; 1,1; 1,2; 1,3; 1,4; 1,5; 1,6; 1,7; 1,8; 1,9; 2 


два рядом стоящих числа таких, чтобы куб левого числа 
был меньше 2, а куб правого больше 2. Для этого возьмем из 
чисел нашего ряда среднее 1,5 и возвысим его в куб. Мы най- 
дем: 1,53 == 3,375, что больше 2. Так как числа, стоящие направо 
от 1,5 дают при возвышении в куб еще больше, то мы можем 
отбросить всю правую половину ряда и непытать только числа: 


1; 1,1; 1,2; 1,3; 1,4. 


Возьмем среднее из пих 1,2 и возвысим в куб. Получим 
1,728, что меньше 2. Значит, испытанию подлежат теперь 
только числа 13 и 1,4. Возвысив в куб число 1,3, получим 
2,197, что больше 2. Мы получили таким образом два числа 
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1,2 п 1,3, которые разнятся между собою па 0,1 и между кубами 
которых заключается число 2, Это пн будут приближенные ку- 
бичные корни из 2 © точностью До 1/5 с недостатком и с избыт- 
ком, Если желаем найти цифру сотых, мы должны испытать 
следующие числа: 


1,21; 1,23; 1,23. ...... 1,99. 


Взяв в этом ряду среднее число 1,25 и возвысив его в куб, 
найдем: 1,2,3 = 1,953125, что меньше 2. Значит, теперь падо 
испытать только числа: 1,26; 1,27; 1,28; 1,29. Так как 1,253 очепь 
мало разнится от 2, то весьма веролтно, что 1,263 будет больше 2, 
И действительно, розвыеив 1,26 в куб, получим 2,000376. 
Значит, пскомый кубичный корень из 2 с точностью до 1/1 
будет 1,25 (с недостатком) или 1,26 (с избытком). Если бы мы 
келали далее найти цифры тысячных, то должны были бы по- 
добным же путем испытать числа ряды 


1,251; 1,252; 1,253; ......о..о. 1,259, 


Конечно, пзием этот утомителен (существуют более удобные 
с©пособы)1), по из него ясно видно, что десятичные цифры при- 
ближенных корней любой степени могут быть найдены в каком, 
угодно большом числе. 

189. Иррацнональное значение корня. Разъясним, что И 3, 
который точно пе выражается ни целым, ни дробным чнелом, 
равен некоторому иррациональному числу. Для этого вычислим 
ряд приближенных У’3 с точностью до */», до 1/0, ДО 1/1ооо-= 

Эти значения будут: 


И 3==1,1320.. 1,7; 1,73; 1,732; 1,7320 (с нед). 

1 1,83; 1,74; 1,133; 1,7321 (© изб.). 
27 | 2'0 Изобразнм все эти числа на числовой прямой. 
7189 Для этого примем какую-нибудь точку А некоторой 
343 | 110'0 прямой (Черт. 46) за начало отрезков и, выбрав про- 
$] 1029 извольную единицу длипы, отложим на прямой 
31621 11'0 отрезки: 46, ==1,1, 46, =1,73 и Т. д.; затем от- 
2| 6921 резки: АВ, = 1,8, АВ, == 1,74 и т. д. Так как каждый 


приближенный корень © недостатком меньше 
каждого приближенного корня с избытком (по- 
тому что квадрат первого мепьше 3, а ква- 


34640 | 1760 


*) Кории любых стеген`й весьма просто вычисляются, Бак мы увидим по3- 
же, посредством лог..| п, мов, 
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драт второго больше 8); то каждая точка $ должна лежать 
налево от каждой точки В. С другой стороны, разность между 
приближенным корнем с из.ытком и соответствующим прибли- 
женным корнем с.недостатком может быть сделана как угодно 
мала; поэтому при неограниченном увеличении точности, с какою 
мы находим приближенные квадратные корни из 3, промежуток 
на числовой прямой, отделяющий область точек 6 от области 
точек В (т.е. промежуток ВВ, В.В» В.В...) становится вее 


оно Эрь 
— 2 


элочочов заса 


А 6, 6. 6, 5. В, 2 


Черт. 45. 


меньше и ментше и может сделаться как угодно малым. При 
этих условиях мы должны допустить, что на прямой существует 
пекоторая точка х (и только одна), которая служит границею, 
отделяющею ту часть прямой, на которой лежат вее точки В, от 
той ее части, на которой расположепы все точки В. 

Обозначим буквою а число, измеряющее отрезок Ах. Так как 
это чпело больше каждого из чисел, измеряющих отрезки 
АБ, АБ,... и меньше каждого из чисел, измегяющих отрезки 
АВ,, АВ, ..., то а1 должно быть больше квадрата каждого из 
приближенных квадратных корней из 3, взятого с недостатком, 
и меньше квоздрата каждого из приближенных квадратных корней 
из 3, взятого е избытком. Согласно определению приближенных 
квадратных корней, такое число есть 3. Значит, 41 ==3 и поэтому 
Я = 3. 

Повторяя все сейчас сказанное о У/3, о корне какой угодно 
от.пени из какого угодно числа (конечно, положительного, так 
как мы говорим об арифметических корнях), можно сказаль, что, 
каково -бы ни было число А, всегда У’ А есть некоторое 
число, рациональное или иррациональное, кото- 
рого 2-ая степень равна .. Поэтому все свойства радн- 
калов, основанные на этом определении корня ($3 168), приме- 
нимы также и к иррациональным их значениям. Таким образом, 
каковы бы ни были положительные чиела, всегда будем иметь: 
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Глава третья, 


Понятие о приближенных вычислениях. 


180. Предварительное замечание. При совершении какого- 
либо действия над числами иррациональными (или над числами 
рациональными, если они выражаются десятичными дробями 
с очень большим числом цифр) приходится довольствоваться 
приближенным результатом действия. В этом случае важно 
знать, как велика погрешность этого приближенного результата, 
Рассмотрим, как можно это делать в простейших случаях. 

191. Приближения с недостатком и с избытком. Если вместо. 
точного числа мы берем приближенное число, то это последнее 
называется приближением © недостатком, если оно 
меньше точного числа, и с избытком, если оно больше его. 
Разность между точным числом и его приближением называется 
погрешностью этого приближения. Если, напр., точное чиело 
есть 3,826 и мы вместо этого числа взяли 3,83, то это будет 
приближение с недостатком, причем погрешность равна 0,006; 
если же вместо 3.826 возьмем, положим, 3,83, то будем иметь 
приближение с избытком, причем погрешность окажется 0,004. 

Обыкновенно точная величина погрешности остается не- 
известной, а известно только, Что она меньше некоторой дроби, 
напр. меньше 1/. Тогда говорят, что приближение точно 
до 1/1. Пусть, напр. известно, что 2,85 есть приближение 
числа А с точностью до 1/,. Это значит, что 2,85 разнится 
от А меньше, чем на 1/ с, Так что если 2,85 есть приближение 
с недостатком, то точное число А заключается между 2,85 и 2,86, 
а если 2,35 есть приближение с избытком, то А заключается 
между 2,85 и 2,84. Если ‘же остается неизвестным, будет ли 
приближение 2,35 с недостатком или с избытком, а известно 
только, что оно точно до 1 у, то о числе А мы можем только 
утверждать, что оно заключается между 2,84 и 2,86. 

Погрешность, о которой мы сейчас говорили, называется 
абсолютною погрешностью в отличие от относительной 
погрешности, под которою разумеют отношение абсолютной по- 
грешности к точному числу. Так, если вместо точного числа 
3,826 мы берем приближенное 3,82, то относительная погрешность 
будет 0,006: 3,826 =6:3826 = 0,001568..., Т.е. менее 0,002. Это зна- 
чит, что, взяв приближение 3,82, мы ошиблись менее, чем 
на 0,002 точного чиела. 


195 


Иногда отнобиЯельную погрешность выражают в процей: 
тах точного числа, т.`е. указывают, что погрешность менее 
стольких-то процентов точного числа. Так, если относительная 
погрешность менее 0,002 точного числа, то это значит, что она 
иенее 0,20/, этого числа, так как 

0,002.100 __ 0,2 


о _ 90 
С А ==, ==0,29/0, 


В дальнейшем мы будем говорить только об абсолютной по- 
грешноети, называя ее просто „погрешность“. 

192. Десятичные приближения. Когда имеют дело е десятич- 
ными числами, то приближения их берут се точностью до 1/, 
40 Ли И Т. Д. и даже с точностью до 1/, десятичной единицы. 
Такие приближения находятся по следующим правилам. 

а) Чтобы получить приближение с недостатком данного де- 
сятичного числа (с конечным или бесконечным числом деся- 
тичных знаков) с точностью до одной десятичной единицы 
какого-либо разряда, достаточно отбросить в числе все цифры, 
стоящие вправо от той, которая выражает единицы этого раз- 
ряда. 

Так, приближение се недостатком числа 3,11159... с точно- 
стью до 1/5 есть 3,14, потому что это число меныше данного 
ц погрешность, равная 0,159... сотой, меньше целой сотой. 

6) Чтобы получить приближение с избытком данного деся- 
тичного числа с точностью до одной десятичной единицы ка- 
кого-либо разряда, достаточно, отбросив в числе все цифры, 
‘тоящие вправо от той, которал выражает единицы этого раз- 
ряда, увеличить на 1 последнюю из удержанных цифр. 

Так, приближение с избытком числа 3,141159... с точностью 
до 0,001 есть 3,142, потому что это чиело больше данного и 
погрешность его меньше 0,001. 

в) Чтобы получить приближение данного ‚десятичного числа 
с точностью до 1/, десятичной единицы какого-либо разряда, 
достаточно, поступив так, как было сказано в правиле 1-м, уве- 
личить на 1 последнюю из удержанных цифр, если первая из 
отброшенных цифр есть 5 или больше 5 (и тогда приближение 
будет с избытком), а в противном случае оставить ее без изме- 
нения (и тогда приближение будет с недостатком). 

Так, приближение (с недостатком) числа 3,14159... © точ» 
Ноетью до 17. сотой есть 3,14, так как погрешность менее 0,5 со- 
той; приближение того же числа (с избытком) се точностью до 
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1/, тысячной есть 3,142, так как погрешность, равлая (1— 0,59} 
тысячной, очевидно, меньше 0,5 тысячной. 

193. Погрешность приближенной суммы. Из свойств ариф- 
метического сложения мы знаем, что если гакое-либо слагаемов 
уменьшится или увеличится на некоторое число, то и сумма 
уменьшится или увеличится на то же число. Цоэтому если всё 
слагаемые взяты © недостатком или все с избытком, то сумма 
в первом случае будет © недостатком, & во втором —е избит. 
ком, причем погрешность суммы равна сумме погрешностей 
всех слагаемых. Если же случится, что некоторые слагаемые 
взяты © недостатком, а другие с избытком, то погрешность, 
происходящая от слагаемых с недостатком, покроется вполие 
или частью противоположною погрешностью от слагаемых с из- 
бытком, и потому окончателеная погрешность суммы мепев 
вуммы погрелгностей слагаемых. Приведем примеры: 

а) Пусть требуется найти суммы: 


ИЗ-ИЗ--И5-==111142...-417320...-Р 2,2300... 


Положим, что в каждом слагаемом мы ограничиваемся тремя 
десятичными знаками после запятой: 

1,414 Так как все слагаемые мы взяли с недостатком, то 
+1132 И сумма будет е недостатком; погрешность каждого 

2235 СлЛагаемого менее 1/, тысячной, ноэтому погрешность 
суммы 5,382 менее (1/,--1/,--1/.,) тысячной, т. е. менее 
1,5 тысячной. Если мы отбросим в числе 5,332 по- 
следнюю цифру 2, то еще уменьшим сумму на 2 ты. 
сячных, и погрешность числа 5,33 будет менее суммы 
1,5-- 2-=3,5 тысячных, что в свою очередь менее 5 тысячных, т. е, 
менее 1/, сотой. Таким образом, 5,38 есть приближенная сумма 
Данных слагаемых, взятая с недостатком и точная до 1/, сотой. 

6) Пусть надо найтн сумму пяти слагаемых, из которых 
каждое точно до 1/, десятитысячной, причем неизве- 


5,382 
5,28 


4,1536 

3.8086 стно, взяты ли приближения с недостатком или 
+ 0 5070 с избытком, или, быть может, некоторые взяты с не- 

1 2634 достатком, а другие с избытком. Тогда погрещноеть 

2. 


0,5679 суммы 10,9005 будет во всяком случае меньше 5+ 


10,9005 Е ь - 5 ие ь - ы — 2,5 десятитысячных; если же 


10,900 отбросим последнюю цифру 5 этой суммы, то мы 
ве уменьшим на 5 десятитысячных и погрешность будет меньше 
Б--2,5 =17,5 десятитысячных, что меньше 10 десятитысячных 
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т. е. меньше 1 тысячиой. Таким ооразом, число 10,900 есть пря` 
ближенная сумма с недостатком (так как уменьшение на 5 десяти. 
тысячных больше возможного увеличения на 2,5 десятитысяч- 
ных), точная до 1 тысячной. 

Из этих примеров видно, чго если требуется найти при- 
ближенную сумму с точностью до одной единицы какого-нибудь 
разряда, то мы должны в слагаемых взять десятичных знаков 
больше, чем их требуется иметь в окончательном результате 
(на 1 знак больше, если слагаемых не более 10). Пусть, напр., 
надо найти с точностью до 1 сотой сумму: 


Тогда берем в слагаемых по 3 знака после за- 3141 |59.. 
пятой (отбросив все те, которые мы отделили '›86916.. 
вертикальной чертою). Число 95,534 есть прибли- 3,183 |... 
женная сумма с недостатком, точная до 6 тысяч- 31557 1512.. 
ных. Если отбросим еше последнюю цифру 4, то ви 5 


уменьшим сумму на 4 тысячных, и все уменьше- 
ние будет меньше 6-4 тысячных, т. е. менее 95,534 | 

1 сотой. Таким образом, 95,53 есть приближенная 95,53 

сумма с недостатком, точная до сотой. = 

Заметим, что иногда последнюю цифру приближенной суммы 
следует увеличать на 1. Напр., положим, что в приведенном 
сейчас примере третий десятичный знак суммы 95,534 был бы 
не 4, а 9; тогда, отбросив его, мы получили бы сумму 95,58 
с недостатком, с точностью до 6 + 9=15 тысячных, что есоста- 
вляет 1,5 сотой. Если увеличим последний десятичный знак 
на 1, Т. е. возьмем число 95,54, то мы, очевидно, уменьшим по- 
грешноеть на 1 сотую, веледетвие чего она будет теперь менее 
1 сотой (но остается неизвестным, с недостатком или с избыт- 
ком будет приближенная сумма). 

194. Погрешность приближенной разности. Из свойств ариф- 
метического вычитания мы знаем, что если уменьшаемое умень- 
шим или увеличим, то и разность уменьшится или увеличится 
на столько же; если же вычитаемое уменьшим или увеличим, 
то разность увеличится или уменьшится на столько же. Зна- 
чит, если оба данные для вычитания чнела взяты © недостат. 
ком или оба с избытком, то погрешность разности равна раз- 
ности погрешноетей данных чисел; если же одно данное числе 
взято с недостатком, а другое с избытком, то погрешность раз- 
ности должна равняться сумме погрешностей данных чисел, 
Приведем примеры: 

1 ИЗ—Г2=1,73205...— вщазт... 
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Положим мы взяли в каждом числе только по 3 десятичныу 
знака после запятой: 

Так как оба приближения мы взяли с недостатко 
с точностью до 1/, тысячной, то погрешность чие 
0,318, равная разности погрешностей данных чное 

0,318 меньше 1/, тысячной, причем остзется неизвестны 

будет ли приближенная разность с недостатком ил 
с избытком (неизвестно, какое уменьшение больше; уменьшаемог 
пли вычитаемого). 

2) Пусть требуется найтн разность приближенных чис 
*,283—5,496, точных до 1 тысячной, причем неизвестно, взя 
ли они оба с недостатком, или оба с избытком, или одно сн 
достатком, а другое с избытком. 

Погрешность разности не более суммы погрешно. 
стей данных чисел, т. е. не более 2 тысячных. Если 

1,187  отбросим последнюю цифру 7, то погрешность будет 

1,78 не более 7 2 —=9 тысячных, что меньше 10 тысяч. 

ных =1 сотой. 

Таким образом, если требуется найти разность данных при. 
ближенных чисел с точностью до одной единицы какого-нибуд! 
разряда, то в данных числах можно ограничиться единицами 
этого разряда, отбросив все низшие разряды, если известно, что 
оба числа взяты с недостатком или оба с избытком; если же 
это неизвестно, то в данных числах надо взять одним разрядом 
больше, чем требуется иметь в результате, и последнюю цифру 
результата откинуть. 

195. Погрешность приближенного произведения. Из свойств 
арифметического умножения мы знаем, что если один из двух 
сомножителей уменьшится или увеличится на какое-нибудь 
число, то произведение уменьшитея или увеличится на это 
число, умноженное на другой сомножитель. Поэтому, если один 
из двух сомножнтелей точное число, а другой приближенное, 
то погрешность произведения равна эозрешностив приближенною 
сомнозсилтеля, умноженной на 2почный сомножитель. 

Пример. Вычислить 2пр, где ц= 3,1115926... и В=5,4 м. 

Ограничиваясь приближенным значением числа к с точно- 
стью до 1/, тысячной (с избытком), получим: 


1,732 
7 1,414 


7,233 
` 5,496 


21 == 3,142.4,8 =15,0816. 


Погрешность меныше 1/,-4,8 =2,4 тысячной, причем пр 
ближение будет с избытком, Отбросив в результате посдедни 
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две цифры, т. е. 16 десятитысячных == 1,6 тысячной, мы умень 
шим результат на столько же; значит, полученное число 15,08 
вудет точно до 2,4 —1,6 =0,8 тысячной, что меньше 1 тысячной 
| поэтому результат 15,08 лучше изобразить так: 15,080); при 
ом остается неизвестным, будет ли приближение 15,08 с из- 
ытком или с недостатком. 

Когда оба сомножителя приближенные числа, погрешноеть 
ропзведения можно определить следующим образом. Пусть а 
$ будут приближения, взятые оба с недостатком, причем по- 
ретиность первого есть а, а второго В. Тогда точные числа бу- 
тараи --}. Найдем разность между точным произведе- 
мем ат ® (6-8) и приближенным а5: 


ао — ва ав а3 — ав заб рава. 


Так как числа а и В небольшие, то произведение а} на- 
„лько мале, что им можно пренебречь (напр., если а< 0,001 
* < 0,001, То @3 < 0,000001). Тогда можно сказать, ато погрет- 
ть приближенного произведения аб равна аб -| аВ, т. е. она 

на сумме произведений позрешности каждозо приближенноюо 
иноокителя на друюй сомножитель. Если оба сомножителя 
зяты © избытком, то точные числа будут алан — В и тогда 


ав — (а— а) 6 — В —=а6 — аб -- аб | аВ — аВ == аб -- Ва — &В, 
мн, пренебрегая попрежнему числом ав, 
аб —(а— а) (6 — В == 6-Е ва, 


\. е. погрешность приближенной суммы выражается тою же 
уммою, какую мы нашли раньше. 
Приляожим сказанное к следующему примеру. 


ИЗ-И2=1,13205...Х 1,41122... 


Ограничиваясь четырьмя десятичными знаками после запятой, 
“ремножим приближения с недостатком, взятые © точностью 
з 0,0001: , 

1,7320.1,4142 => 2,44989440 


Так нак каждое из взятых приближений меньше 2, то по- 
| НОСТЬ найденного приближенного произведения меньше 
2001.2 —- 0,0001.2, т, е. меньше 4 десятитысячных, причем оно 
Дет с недостатком. Если в этом произведении отбросим цифры 
110, то уменьшим еще пронзведение на число, меньшее 4 
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десятитысячных‘ тогда нолучим произведение 2,419, точное ду 
4--1=8 десятитысячных, что меньше 10 десятитысячных =. 
=1 тысячной. Значит, приближенное произведение 2,449 будет 
с недостатком и точное до 0,001. 

В частном случае, когда речь идет, как в нашем примере 
об умножении квадратных корней, произведение мы можем 


найти проще, так: принимая во внимание, что УЗ. И = 


=и 5, извлечем из 6 приближенный квадратный корень с желае- 
мою точностью. Так, извлекая корень до тысячных долей, полу. 
чим то же число 2,419, которое мы получили выше иным путем, 
196. Сокращенное умножение. Укажем еще следующий 
прием сокращенного умножения, который позволяет 
быстро найти произведение с заранее заданною точностью, 
Пусть требуется найти с точностью до 0,001 произведение: 


314,159265358... ЖХ 74,632543926... 


Мы сначала укажем, как производится сокращенное умно- 
жение, & потом объясним, почему. 

Подписываем цифры множителя под множимым в обрат. 
ном порядке справа налево так, чтобы цифра его простых 
единиц стояла под тою цифрою множимого, которая выражает 
единицы во 100 раз меньшие единицы разряда, выражающего 
данную точность, т.е. в нашем случае под цифрою 6 стоты- 


веячных; 


== -ь 


934 523647 
2199 111855 погрешность < 7 стотыс. 
125 663704 , < „ 
18 849552 „ < . 
942477 . <3 .„ 
62830 , <? „ 
15705 , <5 „ 
1256 „ <1+ , 
93 ” < „ 
27 » < 9 я 
23446 50499 
23446,505 


Затем умножаем множимое на каждую цифру множитёля, 
не обращая при этом внимания на цифры множимого, стоящие 
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вправо от той цифры множителя, на которую хмножаем. нее 
эти частные произведения подписываем одно под другим так, 
чтобы первые справа их цифры стояли в одном вертикальном 
столбце, после чего их сложим. В полученном числе отбраесы- 
ваем две последние цифры и увеличиваем на 1 последнюю из 
оставшихея цифр. Наконец, ставим запятую так, чтобы по- 
следняя цифра выражала единицы требуемого разряда, т. е. 
в нашем случае тысячные доли. Полученное число 23446,505 
будет точно до 0,001 (остается неизвестным, с недостатком или 
в июытком). 

Теперь объясним этот прием сокращенного умножения. 

Прежде всего убедимся в том, что все частные произведе- 
ния выражают единицы одного и того же разряда, именно во 
100 раз менышие единицы данного разряда {в нашем примеще — 
стотысячные доли). Действительно, умножая на первую цифру 
7 число 314159265, мы умножаем миллионные доли на десятки, 
зпачит, получаем в произведенни стотысячные доли. Далее, 
умножая на 4 число 31415926, мы умножаем стотысячные доли 
на простые единицы; значит, получаем снова в произведении 
стотысячные доли, и т. д. Нз этого следует, что сумма 
2314650499 выражает стотысячные доли, т. е. она есть чпелс 
23446,50499. Покажем теперь, что погрешность в окончательном 
результате меньше 0,001. 

Так как часть множимого, написанная направо от цифры 1 
множителя, меньше 1 миллионной, то, пренебрегая произведе- 
нием этой части на 70, мы уменьшаем результат на чнело, 
меньшее 7 стотысячных. Далее, так как часть множимого, на- 
писанная направо от цифры 4 множителя, меньше 1 стотыеяч- 
ной, то, пренебрегая произведением этой части на 4 простые 
единицы, мы уменьшаем результат на число, меньшее 4 стоты. 
сячных. Рассуждая подобным образом относительно всех прочих 
цифр множителя, на которые приходится умножать, заметим, 
что мы уменьшаем результат на число, меньшее 7--4--6-|- 
3-25 -а-Рз-Рэ9 стотысячных. Наконец, так как множи- 
мое меньше 1 тысячи, а часть множителя, написанная влево от 
множимого (на которую, следовательно, не приходитея умножать 
вовсе), меньше 2--1 стомиллионных, то, пренебрегая произведе- 
пием множимого на эту часть множителя, мы кщ» уменьшаем 
результат на чиело, меньшее 2 -|-1 стотысячных. Следовательно, 
беря вместо точного пропзведення число 23416,50199, мы умень- 
шаем первое на число меньшее (7 4-е зе арьжка- 
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3-9) 2--1 стотысячных, т. е. вообще меньшее 101 сто. 
тысячной, если только сумма цифр множителя, на которые при» 
ходится умножать, увеличенная на первую из отбрасываемых 
его цифр, не превосходит 1001) (это всегда имеет место, если 
число частных произведений не превосходит 10). Кроме того, 
отбрасывая две последние цифры результата, мы снова умень- 
шаем произведение на число, не превосходящее 99 стотысячных. 
Поэтому все уменьшение будет менее 101--99 стотысячных, 
т. е. менее 2 тысячных; если же последнюю цифру увеличим 
на 1, т.е. нз 1 тысячную, то результат 23446,505 разнится от 
точного произведения менее, чем на 2—1 тысячной, т. е. менее 
одной тысячной (причем остается неизвестным, будет ли он 
с избытком или с недостатком). 

Заметим, что увеличивать на 1 последнюю из удержанных 
цифр произведения не всегда необходимо. Это нужно было сде- 
лать в расемотренном примере, потому что там погрешность 
произведения (до увеличения на 1 последней его цифры) менее` 
суммы } 


(рае 2--5 4-3 9)--2--1-- 99 стотысячных == 
— 145 стотысячных, 


которая заключается между 100 и 200 стотысячных. Но если 

бы отбрасываемые 2 цифры были не 99, а напр. 25, то погрет- 

ность произведения оказалась бы меньше суммы 

(7 а-е за 5 аз) 2--1--25 стотысачных == 
—=71 стотысячных, 


что, в свою очередь, меньше 100 стотысячных, т. е. меньше 
1 тысячной. Значит, тогда не нужно было бы увеличивать по- 
следнюю цифру на 1. В этом случае произведение было бы 
с недостатком. 

Замечание. В применении правила сокращенного умно- 
жения мы не обращаем никакого внимания на те цифры мно- 
жимого, которые стоят вправо от множителя, и на те цифры 
множителя, которые стоят влево от множимого; и те и другие 
мы можем совсем отбросить. Таким образом, во множимом и во 
множитеже нужных цифр должно быть одно и то же чиело; не- 


1) Если эта сумма не превосходит 10, то достаточно написать цифру про- 
стых единиц м;.ожителя под тою цифрою множимого, которая выражает еди- 
вицы, в 10 раз меньшяе е\иницы данного разряда, и в полученном произведе- 
нии отбросить оды? кифрт справа, 
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трудно заранее определить, скольго цифр должно быть, ‘иповы изо: 
изведение было с заданною точностью. Разъясним это на примере. 
Пусть требуется вычислить до '/„ произведение 


10001 (И 5—1), 


где п есть отношение окружности к диаметру, равное 
3,1415926535... Обращая внимание на последнее умножение, 
рассуждаем так: искомое произведение должно быть вычислено 
до одной сотой; значит, цифра простых единиц множителя (т. е, 
ИЗ—1) должна стоять под четвертым десятичным знаком мно- 
жимого; с другой стороны, во множителе (И5—1) нет разря- 


дов выше простых единиц; мз этого заключаем, что больше 4 


десятичных знаков во множимом, т е. в 1000п, бесполезно 


вычислять. Значит 1000п надо взять равным 3141,5926; следо- 
вательно, и во множителе, т.е. в У5—1, надо вычислить 
8 цифр. Извлечением находим, что /5=2,2360679 и, следова- 
тельно, И 5—1==1,2360679. 
Действие выполняется так: 


10001 ==3141,5926 
9760 6321 ИБ . 

3141592 6 

628 313 4 

912477 

183190 

188 1 


197. Погрешность приближенного частного. Если делимое 
приближенное число, а делитель точное число, то погрешность 
частною равна частному от деления по’решиобсти приближен- 
но делимою на точный делитель, причем криближенное част- 
ное будет с недостатком или с избытком, смотря по тому, с не- 
достатком или с избытком взято приближенное делимое. 

Для примера вычиелим частное: 


0,533207....:3/ == 
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Ограничиваясь в делимом Тремя десятичными знаками, иро- 


изведем умножение: 
0,538.71 == 3,766. 


Мы получили произведение с недостатком с точностью до 
1/.-71==31/, тысячной, и потому частное 3,766:3==1,25533... 
будет тоже е недостатком, причем погрешность должна быть 
менее 31/,:3==11/, тысячной. Если в полученном частном от- 
бросим цифры, следующие за цифрой сотых, т. е. возьмем 
только 1,25, то еще уменьышим частное на чинело, меньшее 
6 тысячных; значит, погрешноеть числа 1,25 будет меньше 
в-|- 11/, =71/, тысячной, что меньше 10 тысячных, т, е. меньше 
1 сотой. 

198. Сокращенное деление. Когда делитель приближенное 
число, а делимое точное вли тоже приближенное, тогда, затруд- 
нительно определить предел погрешности чаетного. В этом 
случае лучше всего пользоваться сокращенным приемом 
деления, который позволяет сравнительно быстро найти 
частное с заданною наперед точноетью. 

Чтобы уяснить этот сокращенный прием, мы предварительно 
докажем следующую вспомогательную истину: если делитель 
есть целое число ве дроъю 4 мы откинем в нем эту дробь, то 
частное увеличится на число, меньшее этою частно, деленною 
на целую часть делителя. 

Пусть делимое будет 44, делитель В и дробная часть дели- 
теля а. Тогда целая часть делителя равна Б — а и точное чает- 


ное —= =, приближениое частное —= ре ; увеличение частного = 
по ав 4 а) 
В—а В (В ®В (ББ —-®В В 


Так как а<1, т0 Ча А; поэтому 


увеличение частного < 5 :В—&) 


т. е. оно менее частного, деленного на целую часть делителя. 
Положим теперь, что требуется найти с точностью до 0,01 


частное; 
31415,92653...:432,639... 


Мы сначала укажем, как производится сокращенное деление, 
а потом объясним, почему. 

Узнаем, сколько цифр должно быть в приближенном част- 
лом. Так как детимое больще делителя, умноженного на 19, но 
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меньше делителя, умноженного на 100, то в целой части ча67- 
ного должно быть 2 цифры. Так как частпое должно быть вы- 
числено до сотых долей, то всех цифр в приближенном частном 
должно быть 4. 

Возьмем теперь эту цифру 4 и припишем к ней столько 
нулей, сколько едиииц означает она; получим 40000 1). Теперь 
отделим в делителе слева (не обращая внимания на запятую) 
столько цифр, чтобы образовалось число, большее (или равное) 
40000; тогда делитель сделается 43 263. Остальные цифры дели- 
теля отбрасываем. В делимом возьмем слева столько цифр (не 
обращая внимания на запятую), чтобы в образованном ими 
числе укороченный делитель мог содержаться (не более 9 раз); 
тогда делимое будет 314 159. Остальные цифры делимого отбрз- 
сываем. 

Разделив это делимое на делитель, нахо- 

р и 

а [ ао 

. ркиваем в дели- 55, 
теле одну правую цифру 3 и делим остаток “^_^ 12,61 
11318 на оставшиеся цифры делителя 4326. 11318 
Получаем вторую цифру частного 2 и второй 8652 
остаток 26668. Зачеркиваем в делителе еше 2666 
одну цифру справа, т, е. 6, и делим второй 2599 
остаток на 432. Получаем третью цифру Част- 


$ 94 
ного 6 и третий остаток 74. Продолжаем так 43 
действие далее (зачеркивая в делителе при —_— 
каждом частном делении по одной цифре 31 


справа), пока не получим всех цифр частного. 

Наконец, в полученном частном ставим запятую так, чтобы по- 
следияя цифра справа выражала единицы требуемого разряда 
{в налпем примере сотые доли). 

Теперь объясним этот процесс сокращенного деления, Прежде 
всего приведем вопрос к нахождению частного не с точностью 
до 0,01, как требуетея, а с точностью до целой единицы, при- 
чем делитель был бы число, не меныпее 40000 (т. е. того числа, 
у которого первая цифра и число вулей равны числу цифр 
в частном). Для этого достаточно: 1) увеличить делимое в 
100 раз, от чего увеличится во столько же раз частное и, следова- 
тельно, погрешность его; 2) перенести в делимом и в делителе 

1) Если бы в частном было 3 цифры мы к цафре 3 приписали бы 3 нузя 


(получили бы 3000), ели бы в частном было 2 цифры, мы приписали бы в 
цифре 2 два нуля (позучили бы 900); и т, п, 
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запятую вправо на одно и то же число цифр (от чего частнов 
не изменится), именно на столько, чтобы делитель сделался не 
меньшим 40000. Теперь вопрос приводится к нахождению с 
точностью до единицы частного: 


314 159265,3...:43 263,9... 


Отбросим в делителе дробную Часть; от этого, по доказан- 
ному выше, мы увеличим частное на число, меньшее этого част- 
ного, деленного на целую часть делителя. Но частное, содержа 
в целой части 4 цифры, менее 10000, а целая часть делителя 
взята нами больше 40000; значит, мы увеличим частное на 
число, менышее 10000 :40 000, т. е. меньшее 1/,. Запомнив это, 
будем находить частное: 


314159 265,3...:43 263. 


Чтобы найти первую цифру частного, т.е. тысячи, мы доля:- 
ны разделить число тысяч делимого (314159) на делитель. 
Это мы ин сделали в нашем сокращенном делении, получи 
цифру 7. Остаток от точного делимого будет 11 318 265,3... Этот 
остаток надо разделить на 43 263. Разделив оба эти числа на 10, 
мы приводим вопрос к делению 1131 826,53... на 4326,3. Это 
частное имеет в целой части только 3 цифры; значит, оно 
меньше 1000. Отбросив в делителе дробъ, мы еще увеличим 
частное на число, меньшее 1000:4000, т. е. меньше, чем на 1/.; 
Запомнив это, будем находить частное 1 131 826,53...:4326. Чтобы 
найти первую цифру этого частного, т. е. сотни, надо число 
сотен делимого (11318) разделить на делитель (4326). Это мы и 
сделали в нашем сокращенном делении, получив в частном 
вторую цифру 2. 

Продолжая эти рассуждения далее, увидим, что при полу- 
чении каждой цифры частного мы его увеличиваем менее, чем 
на 1/,. 

Так как всех цифр в частном 4, то в результате мы увели» 
чим частное менее чем на 1. С другой стороны, не деля остатка 
31... на последний делитель 43, мы уменьшаем частное менее, 
чем на 1. Значит, мы увеличили его менее, чем на 1, и умень- 
шили менее, чем на 1; следовательно, результат, во всяком 
случае, точен до 1. 

Остается теперь поставпть запятую на надлежацем месте. 
получим 72,51 с точностью до 0,01, 
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199. Замечание. Приведейнос Правило и его объяснение Н& 
требуют никакого изменения в том частном случае, когда какое- 
‚збудь делимое содержит соответствующий делитель 10 раз. 
Тогда ставим в частном число 10 (в скобках). Продолжая деле- 


вне, увидим, что все следующие цифры частного должны быть 
улн. Пусть, напр., требуется найти частное 


485 172,923...:73,9548342... 
‹ точностью до 1. Применяя правило, найдем: 
485 172 | 78254 
469524 61(10)0 
15648 06200 
1 825 
1323 
7 820 
З 


Третье делймое (7823) содержит соответствующий делитель 
(82) десять раз; пишем в частном чиело 10. Следующая цифра 
з частном оказалась 0. Искомое частное есть число 61(10)0, 
т.е. 6200, 

3 этом случае прибляженное частное больше точного ч80т- 
ного. Действительно, цифры частного, найденные раньше, чем 
представился этот случай, не могут быть меньше, чем бы еле- 
вало, так как мы при каждом частном делении брали дели- 
тели, которые меньше точного делителя. Значит, первые две 
ци.ры точного чаетного должны выражать число, не большее ` 

зоэтому оно меньше числа 6200. 


[римером применения предыдущих правил может служить 
‹ующая задача. 


:00. Задача. Вычислить с точноетью до 1/„ выражение; 


уз8— ут 

это выражение есть частное; поэтому, прежде вссго, опре. 
делим, сколько должно быть цифр в этом частном, а для этого 
нало знать высший разряд его. Начав извлечение у/ 348 и И127, 
уы увидим, что первый корень в целой своей части содержит 18, 
& второй 11; следовательно, числитель равен приблизительно 7, 
знаменатель равен приблизительно 2. Значит, высший разряд 


14 Каяседев. Элементы алгеоры, 
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в частном — Простые еднНицы. Чак Ка частное Требуется в 
числить до сотых долей, то в нем должно быть 3 цифры. По. 
этому знаменатель мы должны вычислить настолько точно, что. 
бы из него можно было (по правилу сокращенного деления, 
образовать число, большее 3000, для чего достаточно вычислить 
его 5 цифр, а для этого необходимо (по правилу сокращенного 
сложения) найти отдельные корни знаменателя с 6 цифрами. 
Произведя извлечение, найдем: 
И2=1,41421; У 3==1,13205; У 5==2,93606: И12=3,46410 п 
затем: 
ИЗ-ИЗ-+-И5—И1? == 1,9183 (ДО 1/ оо). 


Теперь надо вычислить числитель с такой точностью, чтобы 
из первых его цифр можно было образовать число, большее 
19183. Так как числитель равен приблизительно 1, то ©верх 
целого числа в нем потребуется вычислить еше 4 десятичных 
знака, а так как числитель есть разность, то уменьшаемое и 
вычитаемое надо вычислить также до четвертого десятичного 
знака, Извлечением находим: 


И 318=18,6547; И 121==11,2694; 
И 348 —И 121==1,3853. 


Остается разделить по правилу сокращенного деления 13 853 
НЗ 19183, после чего получим: 


Ф=3,85 (до \/ь). 


Глава четвертал. 


Преобразование иррациональных выражений. 


201. Рациональные и иррациональные алгебраические выра- 
жения. Алгебраическое выражение называется рациональ- 
ным относительно какой-нибудь буквы, входящей в это выра- 
жение, если эта буква не стоит под знаком радикала; в про- 
тивном случае выражение называется иррац иональным 
относительно этой буквы. Напр., выражение за--2 Ух есть 
рациональное относительно а и иррациональное относительно т. 

Если говорят: „рациональное (или иррациональное) алге- 
браическое выраженне“, не добавляя относительно каких букв, 
то предполагается, что оно рационально (или иррационально) 
относительно всех букв, входящих в выражение. 
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202. Основное свойство радикала. Заметим, что корни (ра- 
докалы), о которых мы будем говорить в этой главе, разумеются 
только арифметически е. Возьмем какой-нибудь радикал, 
напр. ва, и вогвысим подкоренное число в какую-нибудь сте- 
пень, напр. в квадрат; вместе с тем умножим показатель ра- 
дикала на показатель той степени, в какую мы возвыеили под- 
коренное число, т. е. в нашем случае умножим на 2. Тогда 
получим новый радикал: ка. Докажем, что от этих двух опе- 
раций величина радикала не изменилась. 

Предположим, что мы вычислили "аи получили некоторое 
число х. Тогда мы можем написать равенства: 


—=раи 2—4. 
Возвысив 0бе части последнего равенства в квадрат, по- 


лучим; 
(13) — @?, т. е. 16 — @1, 


Из последнего равенства водно, что д = (аз. 


` 3/- 8/— 
Таким образом, одно и то же число х равно и уаи и а; 
следовательно: 


У Иа, 
Подобно этому можно убедиться, зто: 


Иа=у ==, а3=у =... 
И == АУ 96 = 1 =... 
Ут а=р а =, а... 

Вообще, величина радикала не изменится, если подкоренное 
выражение возвысим в какую-нибудь степень и вместе с тем по- 
казатель радикала умножим на показатель той степени, в ко- 
торую возвысили подкоренное выражение. 

263. Некоторые преобразования радикалов. 

а) Радикалы разных степеней можно привести к одинаковым 
показателям (подобно тому, как дроби с разными знаменателями 
можно привести к одному знаменателю) Для этого достаточно 
найти общее кратное (лучше всего наименьшее) показателей 
всех радикалов ин умножить показатель каждого из них на со- 
ответствующий дополинтельный множитель, возвысив, вместе 


с тем, каждое подкоренное выражение в надлежащую степень. 
Пример. 


<-> 


Каз, У а*, 
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Нанменьшее кратное показателей радикалов есть 6; допол» 
нительные множители будут: для первого радикала 3, для вто. 
рого 2 и для третьего 1. Тогда 


И ах==у (аа; ар 


6) Если подхоренное выражение есть степень, показатель ко- 
торой имеет общий множитель с показателем радикала, то на 
этот множитель можно сократилпь обоих показателей. 


Примеры. _ 
1] утих 2) а =Ит- Е. 


в) Если подкоренное выражение есть произведение нескольких 
степеней, показатели которых имеют один и тот же общий 
множитель с показателем радикала, то на этот множитель 
можно сократить все показатели. 

Пример. , 

#54613 == р’ (2427) == ’За?х. 


204. Подобные радикалы. Подобными радикалами называются 
такие, у которых одинаковы подкоренные выражения и одина- 
ковы показатели радикалов. Таковы, напр., выражения: 


+ зайту и — 5% жу. 


Чтобы определить, подобны ли между собою данные ради- 
калы, следует предварительно упростить их, т. е. если .воз* 
можно: 

1) вынести из-под знака радикала тех множителей, из кото- 
рых можно извлечь корень ($ 169, а); 

2) освободиться под радикалами от знаменателей дробей 
(8 169, в); 

3) понизить степень радикала, сократив показатели ради- 
кала и подкоренного числа на их общий множитель, если та- 
кой есть. 

Примеры. 

1) Радикалы #8423 и р 6447/11 окажутся подобными, если 
упростим их: 


— 5 __ 
2) Три радикала, 2, и =, У 6х окажутся подобными, если 
освободимся под радикалами от знаменателей: 


} И== 27:3 у=- и — ИЕ, 


3.8 —— 34 — 
У*= и"= М8 1 ГУ 
2 < у 
205. Действия над иррациональными сдночленами. а) Сло- 
жение: и вычитание. Чтобы сложить или вычесть иррацио- 


нальные одночлены, соединяют их знаками плюс или минус 
и делают приведение подобных членов, если они окажутся. 


Примеры. 


1) 2 хи 9х -- ди а Ит= 
— р Е 32 Ит—тиИ = 4ту 1. 


— ци/—— 3 > —— 
2) 157 4—3; 38—16 Я 108 == 
— 154-64 ара зао 4. 
6) Умножение. Мы видели прежде (8 168), что для извле- 
чения корня из произведения достаточно извлечь его из каждого 


сомножителя отдельно, значит, наоборот, чтобы перемножить 


несколько радикалов одинаковой степени, достаточно перемножить 
подкоренные числа. Так: 


Уз УВ Ис-=У 46; Узугу =. 


Если для перемножения даны радикалы се различными по- 


казателями, то их можно предварительно привести к одному 
показателю. 


Если перед радикалами имеются коэффициенты, то их пере- 
множают. 


Прумеры. 


1) ау’. Из“ Из: 2—1 Ув. 
3 УЗИ 
Узи -Ит-И 
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в) Деление. мы знаем, что для извтечения корня из дроби 


достаточно извлечь его из числителя и знаменателя отдельно 
(3 163, в); значит, и наоборот: 


. у“ а 
я 


т. е, чтобы разделить радикалы с одинаковыми показателями, 
достаточно разделить их подкоренные числа. 


Радикалы с различными показателями можно привести пред- 
варительно к одинаковым показателям. 


Если есть коэффициенты, то их делят, 
Примеры. 


24—25 4 а—6 6ь (а 6)2 „ит 
2-6 157 = ви“ ==-15и 8. 


22 (а—6) 


2) Зав а? . 2а (и . _ аз )- 
56 а-—х‘5ь а-= се: } (<=) 


3 / «(4-9 
И 


г) Возвышение в степень. Чтобы возвысить радикал 


в степень; доспаточно возвысить в эту степень подкореннов 
число. 


Так: 


(уу уаеу (уз) 
Примеры. 


=И 2. ут. рт. == у д”. 


› (Узал)— Ува = Ува иг’ За. 
2.5 \3 
2) ( == ИГ =Ив ГЕ 


) Извлечение корня. И»тобы извлечь корень 163 радикала, 
достаточно перемножить их показателей 
Так: 
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> 


з 
Чтобы убедиться в этом, положим, что Их а-==х. Возвысив 
обе части этого равенства сначала в квадрат, а потом в куб, 
найдем: 


3 
И а==2'; а = (.5)3 = 26. 


—- 


_ Ш 
Отсюда видно, что = а, и, следовательно, Г ;’а= а. 


Пример. 
Из и 1, 


Подведя сомножитель 2% под знак радикала 3-й отепени, 
получим: 


Их (22)? == "822. 


206. Действия над иррациональными многочленами произво- 
дятся по тем же правилам, какие были выведены для много- 
членов рациональных. Напр.: 


(ВИБ—5И03)=5 —4/15 1,5 = 8,3 —4И15. 


207. Освобождение знаменателя дроби от радикалов. При вы- 
числении дробных выражений, знаменателя которых содержат 
радикалы, бывает полезно предварительно преобразовать дробь 
так, чтобы знаменатель ее не содержал радикалов. Пусть, напр., 
надо вычислить; 


(1) 


1 
Я —=——— 
Уз —И? 
Мы можем производить вычисление или прямо по этой фор- 
муле, или же предварительно оделать ее знаменатель рациональ- 
ным, для чего достаточно умножить оба члена данной дроби 


на сумму ИЗ-РИ?: 
= ИРУ УГУ руд 6) 


Формула (2) удобнее для вычисления, чем формула (1), 
во-первых, потому, что она содержит в себе всего 3 действия, з не 
4, как формула (1), а, во-вторых, и потому, что при вычислении, 
которое по необходимости может быть только приближенное, 
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погрешность результата бравнительно Нросто бпределяется п’. 
формуле (2). Так, найдя ИУЗи 2 с точностью до половин! 
тысячной доли, полузим; 


х=1,132 11,14 —=3,146. 


1 
Результат этот точен до +. + тысячной, т. е. до ох 


Приведем некоторые простейшие примеры освобождения 
знаменателей от квадратных радикалов. 


3 — 
1 —. Умножим оба члена оби на . 
) у5 др ИЬ: 


Если под знаком радикала стоит целое составиое число, то 
иногда бывает полезно разложить его на простые сомножители 
с целью определить, каких множителей недостает в нем для 
того, чтобы сно было полным квадратом. Тогда достаточно 
умножить оба члена дроби на квадратный корень из произведе- 
чия только недостающих сомножителей. Напр.: 


3 Е ‚3 И? 5 ЗиЮ _Зую У по 
о ув УР умы о въ 9 " 


= . Умножим оба члена дроби на разность 3 —И5: 
2(3—у5) 6275 _6-2И5_3 У5 
ЗНИ5Б) 3-— ИБ) а 


< 


+ 


2 _ 
3) уе: Умножим оба члена дроби на сумму ЗИ: 


_ 23415) 6+2И5 З+У5 
(3—МБ) ЗИ) 3—5 = 2 у 
5 ола 
4) УЗЕУЯ Умножим оба члена дроби па ИЗ —М: 
5(ИЗ—и2) вИЗ—5из —_ — 
—————— = —5 ГА — а. 
(ИЗ+И2)(Из—р?2) 3—2 3—5 
6 Б 5(Из+р >) бИзЗЕБИЗ 
м = — — — — =— р - = 
иЗ—иИ2 (ЗИ 2)( Зи?) 8—8 


=оз--5р 2. 
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6) 4и2 
2+И+уИ6в 
2иИ2—У6: 
и ии —м5) вИ2+8—4уи 


Умножим оба члена дроби на разноеть 


8И2+8—8уз 
и 


Умножив затем оба члена дроби наИ2, получим: 


16+ 8И/2—8уи6 


8 =2-+иИ2—у6. 


ОТДЕЛ ДЕВЯТЫЙ. 
НЕКОТОРЫЕ УРАВНЕНИЯ СТЕПЕНИ ВЫШЕ ПЕРВОЙ, 


Глава первая, 


Квадратное уравнение. 


208. Задача. Моторная лодка спустилась по течению реки на 
расстояние 28 км и тотчас же вернулась назад; на это ей по- 
требовалось 7 часов. Найти скорость движения лодки в стоячей 
воде, если известно, что вода в реке движется со скоростью 
$ им в Час. 

Пусть скорость движения лодки в стоячей воде будет д км 
в ча0; тогда по течению реки она двигалась со скоростью 
(2--3) км в Час, а против течения со скоростью (2 — 3) км в час. 


Следовательно, 28 км лодка прошла в т часов, когда ДВи- 
галась по течению, и в = часов, когда возвращалась назад, 
Соглаено условию задачи мы имеем уравнение: 
ая. 
Освободив от знаменателей, получим: 
28 (#—3)-- 28 (+4 3)=1(1-- 3) (&—3), 


Т, в. 
28—84 -- 282-84 ==17 (11 — 9)=7472 — 63, 


ИЛИ 
567=177 —683. 


Мы полузили уравнение, в котором есть член, содержащий 
неизвестное во Второй степени, но нет членов, содержащих 
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неизвестное в более высоких степенях. Такое уразнение назы- 
вается уравнением второй степени, или квадратным, 

Как можно решать такие уравнения, мы увидим в этой 
главе. 

209. Нормальный вид квадратного уравнения. В квадратном 
уравненни (а также и в уравнениях более высоких степеней) 
принято, после упрощения уравнения, переносить все его члены 
в одну левую часть, так что правая чаеть уравнения делается 
равной вулю. Так, уравнение, составленное нами для решения 
предыдущей задачи, после указанного перенесенпя членов будет: 


66% — 7.4? 1 63 ==0, 
пли после расположения членов по убывающим етепеням буквы 
— 72° 56х- 63 =0. 


Числа —7, 56 и 63 называются коэффициентами 
этого квадратного уравнения; из них число {63 называется 
свободным членом, а числа —7 и {56 первым и вто- 
рым коэффициентами (мы предполагаем, что члены уравнения 
всегда расположены по убывающим отепепям буквы 1). Числа 
эти могут быть и положительные, и отрицательные, и даже 
нули (кроме первого коэффициента, который не может быть 
нулем, так как в противном случае уравнение не было бы квад- 
ратным). Если ни один из трех коэффициентов не равен нулю, 
то уравнение называется полным, Общий вид такого уравнР- 
(нормальный вид) есть следующий: 


аа? рт --е==0. 


Заметим, что первый коэффициент а мы можем всегда сде- 
лать положительным, переменив в елучае надобности перед 
всеми членами знаки на противоположные (другими словами, 
умножив обе части уравнения на — 1). Так, приведенное выше 
уравнение мы можем написать так. 


14° —-56х — 63 =0. 


210. Решение неполных квадратных уравнений. Квадратное 
уравнение называется неполным, когда в нем нет члена, 
содержащего х в первой степени, или нет свободного члена; 
другими словами, когда второй коэ{ фициент 6 равен нулю, или 
когда овободный член с равен 0. В первом случае уравнение 
имеет вид а1?-|-с==0, во втором ах? -|- фт -=0 (может даже слу- 
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чилься, что одновременно и $=0 и с—0; тогда уравнение 6у- 
дет вида ад’=0). Рассмотрим решение всех этих неполных 


уравнений. 
Г. Неполное квадратное уравнение вида а2*--с =0. 


Возьмем три следующих примера: 
а) 31? —27=—=0. Перенеся свободный член направо, получим: 


27 
37-271, и, следовательно, 2*==3-==9. Значит, х есть квадрат- 
ный корень из 9, т. е. число --3 или число —3. Уеловимея 
знаком у/ обозначать арифметическое значение корня; тогда мы 


можем написаль: х= Е У’9 =--3. Таким образом, данное урав- 
нение имеет два решения. Обозначая одно из них т., а другое т;:, 
мы можем эти решения написать так: 


и =-РИ9=--3; т.=— | 9=—— 3. 
6) 21° —0,15 =0. Перенеся свободный член, получим: 
212 —0,15 и 1? == 0,055. 


Значит: х=-ВИ 0,015. 
Найдем И 0,975 с точностью, положим, до тю {8 170: 


И 0,0750 =0,27 
4 
47|35'0 
71329 


21 


Следовательно, т, ==0,27..., т, = — 0,27... 
в) 21:-50==0. Перенеся 50 направо, получим: 


Так как из отрицательного чесла нельзя извлечь квадратного 
корня, то данное уравнение не имеет решений (вещественных). 

Таким образом, неполное квадратное уравнение вида 
ал? |- с==0 вообще решается так: 


с. с 
ат?==— 6; 2=— 2==у =. 


с 
Если выражение — < есть число положительное, то из него 
можно извлечь квадратный корень (точно или приближенно), и 
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тогда для 1х Получаем два Значения @ одинаковою абсолютною 
величиною, но одно положительное, другое отрицательное. Еели 


[в 
же выражение —« есть число отрицательное, то уравнение не 
имеет вещественных корней. 
|. Неполное квадратное уравнение вида ал?-- рт =0. 


Как частный пример возьмем уравнение 22° — 7х ==0. В ле- 
вой Части этого уравнения вынесем х множителем за скобки: 


т(2т— 1) =0. 


Теперь левая часть уравнения есть произведение, & правая 
равна нулю. Но произведение равняется нулю только тогда, 
когда какой-нибудь из сомножителей равен нулю; поэтому наше 
уравнение удовлетворяется только тогда, когда первый сомно- 
житель х равен нулю или когда второй сомножитель 27 —1 
равен нулю (и когда, следовательно, х==1/.). Значит, данное 
уравнение имеет два, решения: 

т =о0и т, = 33. 

Таким образом, неполное квадратное уравнеппе вид\ 

ат? 6х ==0 решается вообще так. 


ат х=0; х(аг- р) =0; 

. . ь 

т. ==0; ах, --Ь=0; 1.=— в. 

211. Двучлен второй степени. Если в неполных квадратных 
уравнениях возьмем левую часть независимо от правой, то по- 


лучим выражение: 
ат?--е или ат?-р ог. 


Выражения эти называются двучленами второй ете- 
пени относительно т. В них буква х означает переменное 
число, могущее принимать какие угодно значения, а буквы а, 6 
И с означают какие-нибудь постоянные числа, как положи- 
тельные, так и отрицательные; таковы, например, выражевия: 
35 — 21, 21? — 0,15, 212-50, 1—8, 95? —1х,... и т. п. Конечно, 
чнеленная величина двучлена зависит от того значения, которое 
чы будем придавать переменному числу т; напр., двучлен 312 — 27 
при х==0 будет— 27, при х=1 он будет— 21, при х=2 он 
окажется 3-22 —21=12 —27=—15, при х=5 получим 3-52 — 
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— 27 =15 —27 —=48... Н 1. п; Таким образом, двучлепн 3-й стё 
пени от т предетавляет собою некоторую функцию от х, 

Заметим, что между двучленом 2-й степени и левою чатью 
неполного квадратного уравнения та существенная разнина, что 
буква х в уравнении означает только то чиело, при котором лву- 
член, стоящий в левой части уравнения, равен нулю, Тогда как 
в двучлене, взятом независимо от уравнения, буква х означает 
всякпе числа, п, следовательно, двучлен может получать раз- 
нообразные значения. 

То число, которое, будучи подотавлепо в двутлез #3 
место т, обращает этот двучлен в нуль, называется корнем 
двучлена; значит, корень двучлена есть в то же время и корень 
того неполного квадратного уравнения, которое получится, если 
этот двучлен приравнлем нулю. 

212. График двучлена второй степени. Чтобы наглядно пред- 
ставить себе, как изменяется двучлен 2-й степени при изме- 
нении переменного числа х, мы построим его график так же, 
как прежде мы строили график двучлена 1-й степени (8 115), 
или график функции у==а2? (т. е. график одночлена 2-й те- 


пени, $ 159). 
Рассмотрим совместпо следующие три функции: 


19) ит; Руа 1, 3) у 2—1 


г2| = 


Составим таблицу их частных значений, напр., такую: 


в... (1-81 —2 | -—1| о и 2] | 4]... 
уни аа .. || 2| 4! о | :| 2|48' 8|... 


У -1 . [5% | З[1, 1 [11| |5, | 9|... 


ее 3 из |—1 |- 1] 9 316" | ... 


Теперь, при помощи коорлинатных осей и произвольной 631: 
ницы длины, нанесем все эти зпачения на чертеж в виде Т0чев 
и через получевные точки проведем кривые линии. Первая из 
этих линий (чертеж 47, прерывистая линия) есть парабол&, Ео- 
торую мы чертили раньше (8 158); она проходит через начало 
координат. Кривые 2-я и 3-я через точку О не проходят. `Срав- 
нивая все три кривые между собою; замечаем, что при одной и 
той же абоциссе х ордината 2-й кривой больше на 1, х Орди 
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рата 3-й кривой меньше на П|, единицы, сравнительно © орди- 
ватой параболы 1-й. Поэтому можно сказать, что 2-я кривая 
есть та же парабола, 1-я, только перемещенная параллельным 
пезенесепием?) на одну единицу вверх, а 3-я кривая есть па- 
рассола 1-я, перемещенная параллельным перенесением на 
п, единицы вниз. Вообще кривая, выражающая функцию у== 
=. и?--с, есть парабола у == а1л?, перемещенная паралле а ным 


> = 


в 

ЕЕЕЕЯ 

ГЕИ 
ЕР 


-ъ- -----.ъ-- 


жа КД | 
ЭР УР 
ии 


Черт, 48, 


п‹ ренесением на с единиц вверх, если с>0, и вниз, если 
е 0. Ветви этой параболы направлены вверх, когда коэффи- 
Чаент при х есть число положительное (как в наших приме- 
[.х), и вниз, когда этот коэффициент есть число отрицательное. 
1; первом случае функция имеет наименьшее значение, во вто- 
рм случае — наибольшее; и то и другое имеет место при х=0 
п равно свободному числу с. 
Изобразам еще график двучлена 


и = 51 —х, 


’ ставялрщего частный случай двучлена ввда у == а4? -- Вх. 


|-2 


= |3 |1 0’ 1 2 3 «|... 


О ПЬЯН ОЗ 
- , р 
у [та 41| 0-1 0'1| 41... 
БЫ В Зо О пи БОНЫ 
1) Когда какая-нибуль неизменяющаяся геометрическая фигура перемещается 
‚ким образом, что все ее точкя движутся по прямым, параллельным между собой, 


о такое перем щение называется дпарадлельным нцере несением. 


#83 


и 
. 
1 


Особенность этой кривой состонт в зом, что она проходи 
через точку (0,0), т. е. через начало координат (черт. 48). 

213. Корни неполных квадратных уравнений в графическом 
изображении. Из трех парабол, изображенных нами на черт. 41, 
одна (3-я) пересекается с осью х-ов в двух точках. Так каь 
в этих точках ординаты равны нулю, и они выражают значения 
данного двучлена, то, значит, абециссы точек пересечения будут 
корни уравнения 1/, 22 — 11/, =0. На нашем чертеже мы `можех 
только усмотреть, что эти корни одинаковы по абсолютной вели. 
чине, но противоположны по знаку, и Что абсолютная величина 
каждого корня превосходит 11/, единицы. Еели бы мы иепол- 
нили чертеж возможно точнее (напр. на миллиметровой бумаге, 
взяв за единицу длины сантиметр), то на чертеже мы могли бы 
точнее найти величину корней (приблизительно они равны -+ 1,7), 
Парабола 2-я не пересекается с осью т-ов. Значит, уравнение 
1/, т? -|-1==0 не имеет корней. 

‘Из черт. 48 видно, что уравнение 3/,1?— т==0 имеет два 
корня, из которых один есть 0. 

214. Примеры решения полных квадратных уравнений. Для 
первого примера возьмем то квадратное уравнение, которое было 
составлено для задачи 8 208: 


11? — 565 — 63 =0. 


Разделим все его члены на 7 и перенесем свободный член 


паправо: 
1 — 8—9. 


Зададимея теперь вопросом, нельзя ли к двучлену 1°— 85 
приложить такой третий член, чтобы образовался трехчлен, пред- 
ставляющий с0бою полный квадрат. Мы легко ответим на этот 
вопросе, если изобразим двучлен так: 


12—25-4. 


Теперь ясно, что если этот двучлен дололним членом 4, то 
получим трехтлен 
12 —21.4-- 41, 


равный квадрату разности х—4. Но если к левой части урав. 
нения мы добавим число 4? (т. е. 16), то и к правой части должны 
добавить то же самое число. Сделав это, получим: 


ре — ВЕ 16559-16, т.е, (2—4 28, 
#24 


Таким образом, разность х— +1 есть такое число, квадрат 
которого равен 25; значит, эта разность должна равняться квад- 
ратному корню из 25, Т. е. числу 5 или чиелу —5 


х—4==-Р У 25==--5, пли ф—1=-—| 25 = —5. 
Перенеся теперь член —4 в правую часть, найдем два рс- 
шения: тЫ =9 И 7. =4 —5=—1. 


Оба этн решения годны для данного уравнения (в чем можно 
оедиться поверкою), но для задачи, из которой выведено ура- 
пение, отрицательное решение —1 не годится, так как в за- 
аче отыскивается абсолютная величина скорости, & не ее на- 
‚равление. 

Для второго примера возьмем уравнение. 


352 -- 155 —1=0. 


Разделим все члены на 3 и перенесем свободный член на- 
право: 7 
| 47? -- ЭТ =. 
Е] 
Из двучлена 1*--5х можно сделать квадрат суммы, если 
добавим к нему трэтий член (5/,)?. Приложив этот член к обеим 
частям уравнения, получим: 


5 / 10з 
Отсюда видно, что д-- 2 == = У и, следовательно: 
5, ./103 5 103 
= У в: = -У в. 
103 1. 
Вычислим +5 с точностью, положим, до зб: 


103 а 
у*= У 858. ..=2,9... 


Следовательно: 
71 =— 2,5-2,9... =0,1 ..; 2.=—2,5—8,9 ..==--51... 


215. Формула корней приведенного квадратного уравнения. 
Квадратное уравнение, у которого первый коэффициент есть -|- 1, 
называется приведенным уравнением. К такому виду, как мы 
видели сейчас на примерах, уравнение может быть приведено 
и в том елучае, когда первый коэффициент не 1; стоит только 


]5 Квеелев, Плементы алгебры, 25 


все члены уравнения разделить на этот коэффициент. В общем 
виде приведенное уравнение обыкновенно изображается так: 


Решим это буквенное уравнение, проделав над ним те же 
преобразования, которые были указаны на частных примерах. 
Перенесем свободный член в правую часть: 


те ри = — 4. 
Так как ру ==. 5 ‚ то, желая обратить двучлен т -|- рх в ПОЛ- 


“ 2 
ный квадрат, прибавим к обеим частям уравнения по (5): 


2 
арг (6 =—ч-- (Е). 


Теперь уравнение можно предетавить так: 


(и 


откуда находим: 


Формулу эту можно высказать так: неизвестное приведенною 
квадратного уравнения равно половине второзо коэффициента, взя- 
тозо с противоположным знаком, плюс-минус корень квадратный 
из квадрата этой половины без свободнозо члена. 

Формулу эту надо запомнить и в буквенном выражении и 
в еловесном. 

Примеры. 

1} 22 —г—6==0. Чтобы уравнение это уподобить буквенному 
т" рх--9==0, представим его так: 1: --(—1) х-- (—6) =0. Те- 


` 


перь видно, что в этом примере р=—1 Н а==— 6; поэтому: 
1 1 1 25 __1 5 
=у=у зе=у=у чз 5; 
1 5 1 5 
—_ . — —._9 
==; 7.=5 о = 2. 


Поверка: 3—3 —6—=0; (— 2)" —(—2) —6==0. 
2) 42 —18х 81 =0; здесь р=—— 18, (=--81; поэтому: 


Х=9-И в — 81 =9-0==9. 
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Уравнение имеет только один корень, 
3) 12—22 5==0; х=1=И1—5=1-И —4. Корни мни- 
мые. 


2 
Из этих примеров мы видим, что если (-Р. —4>0, то ав- 
р 2 
2 
пение имеет 2 различных решения; если (5. —49=0, то урав- 


пение имеет одно рещение; наконец, если (#)'— 9<0, то урав- 


нение не имеет вовсе решений (вещественных). 

216. Общая формула корней квадратного уравнения. Урав- 
нение 42? 0х -- е==0 по разделении его членов на а приводится 
к приведенному уравнению: 


о 5 Г 
те -0. ' 


Решив это уравнение по формуле приведенного уравнения, 
найдем: 


ги (2. 


Выражение это можно упростить так: 


ву Иа 
2а 4а* а 2а 4аз 
8 „ИВ? 4 —6= Им — дас 
за ^ 21а 24 * 


Вэтом упрощенном виде формулу полезно запомнить, ее можно 
высказать так: неизвестное полною квадратного уравнения равно 
дроби, у которой числитель есть второй коэффициент, взятый 
с противоположным знаком, плюс-минус корень квадратный из 
квадрата этозо коэффициента без учетвереннозю произведения пеу- 
возо коэффициента на свободный член, а знаменатель есть удвоен- 
ный первый коэффициент 1). 


1) Формулу эту можно вывести, и не прибегая к формуле приведенного ура- 
внения, так: перенеся свободный член направо, умножим все члены ва 4а: 


4а3х? -1- 4абх = — 4ае. 
Прибавим к обевм частях уравнения по 6: 


4х? -|- 4абх -- 53 — 6? — 4ас, 


(2ах -- 5)3 — Б?2 — Час, 
Откуда: 
2аз +5 == у’ — 426; з—= —В= ура, 
4 


15* 227 


Эту формулу можно назвать общею, так как она, годится и 
для приведенного уравнения (если положим а==1) и для но- 
полных квадратных уравнений (если положим Ь==0 или с =0). 

Из общей формулы видно, что если $?—4416>0, то урэв- 
нение имеет 2 различных решения; если 6? — 146 ==0, то урав- 


ь 5 - 
нение имеет одно решение, именно —5.; если же $? —4ис << 0, 


то уравнение не имеет ни одного решения (оба решения мни- 
мые). Так, уравнение 3.52-- 5. —6==0 имеет 2 решения, так как 
7 —-4ае=5*—4.3(—6) =25--72>>0; уравнение 91? — 6х -- 
—-1==0 имеет одно решение, так как р? — де == (— 6)? —4.0.1-= 
=—=36 —36 —=0; уравнение 31—5.т--6 —=0 не имеет решений 
(вещественных), так как 61 - 4ас = (—5?) —4.3-6=25 —12< 0, 

217. Упрощение формулы, когда 6 четное число. Общая форму- 
ла упрощается, если 2 четное число. Так, положив р —=2/, найдем: 


— 2 = иш- дне 9 - и 42 — а) 
т —= — > = - —= 
2% 24 
22 4 _—Ижу Мас 
— 2 > @ * 


Эта формула отличается от общей отсутствием цифровых 
множителей 4 и 23. 

218. Число корней квадратного уравнения. Мы видели, что 
квадратное уравнение имеет иногда два корня, иногда однн, 
иногда ни одного (случай мнимых корней). Однако согласились 
приписывать квадратным уравнениям во всех случаях два корня, 
разумея при этом, что корни могут быть иногда равными, иногда 
мнимыми. Причина такого соглашения соетоит в том, что фор- 
мулы, выражающие мнимые корни, обладают теми же свой- 
отвами, какие принадлежат вещественным корням, стоит только, 
совершая действие над мнимыми числами, руководиться прзви- 
лами, выведенными для вещественных чисел, принимая притом, 
что (И—<«)*=— а. Точно так же, когда уравнение имеет один 
корень, мы можем, рассматривая этот корень как два одина- 
ковых, приписать им те же свойства, какие принадлежат раз- 
ным корням уравнения. Два из этих свойств мы сейчас укажем. 

219. Два свойства корней квадратного уравнения. Если сло- 
жим две формулы, выражающие корни приведенного квадралт- 
ного уравнения 2? -- р 9 =0: 
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то радикалы взаимно уничтожатся, и мы Получим: 
ИВ р В _ 
т. -Е т. =— и—У=— 2. 


Если же две формулы перемножим, то получим (произведение 
с`уммы двух чисел на их разность равно разности квадратов 


этих чисел): , А 
иль (3) (И в). 


Каково бы ни было подкоренное число (5) — 4, всегда 


Следовательно: 


Таким образом, сумма корней приведенного квадратною урав- 
нения равна второму коэффициеняцу, взятому с противоположным 
‚наком, а произведение корней равно свободному члену. 

Следетвия. 1) Пользуясь этими свойствами, мы легко можем 
гоставить квадратное уравнение, у котороло корнями были бы 
данчые чи ‘л4. Пусть, напр., надо составить уравнение, у кото- 
рого корни были бы числа 2 и 3; тогда из равенетв 2-8 =— р 
и2.3=49 находим: р=—5 и 0—6; следовательно, уравнение 
будет: л2—55--6=0. Подобно этому найдем, что $ и —?7 
будут корни уравнения 2? — [3- (—7)] х--3 (—7=0, т. е. 
‚| 4х —21==0; числа З но будут корни уравнения г? — 3х =0, 
ит. п. 

2) Прин помощи тех же свойств мы можем, не решая ква- 
дратного уравнения, определить знаки ею корней, если эти 
корни вещественные, Пусть, напр., имеем уравнение 5д?2-|- 8х -- 


2 
+ 12==0. Так как в этом примере выражение (5) —@, т. е. 


4"— 12, есть число положительное, то оба корня вещественные. 
Обралщая внимание на свободный член, видим, что он имеет 
знак |; значит, произведение корней должно быть положитель- 
ное число, т. е. оба корня имеют одннаковые знаки. Эти знаки 
должны быть минусы, так как сумма корней отрицательна (она 
равна — 8). Уравнение г? -- 8х —12=—=0 имеет корни с разными 
знаками (потому Что их произведение отрицательно), причем 
отрицательный корень имеет ббльшую абсолютную величину 
(потому что их сумма отрицательна), и т. п. 
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$) Так как корни уравнения 41*--®5--с=06 те же самые 
что и корни уравнения 2? -|- Ва 2 =0, то для такого урав’ 


| с 
нения сумма корней равна —-., а произведение их равно -„?.. 


Глава вторая. 


Трехчлен 2-й степени и его графическое изображение, 


220. Трехчлен 2-й степени. Выражение вида ат? -|-- р5-|-с, в ко- 
тором коэффициенты а, 6, с означают какие угодно постоянные 
числа, а х — переменное число, называется трехчленом вто- 
рой степени (относительно переменного 1). Те значения т, 
при которых трехчлен обращается в нуль, называют его нуле. 
выми значениями или корнями; конечно, эти корни те 
самые, которые принадлежат квадратному уравнению а2х?-|- бе + 


 с-=0, или — что все равно — приведенному уравнению 1? -+ 
[ 


--ат-- < =0. В частном случае при а =1 трехчлен принимает 
вид 1?--рх-- 49; при $6 =0 или при се==0 трехчлен обращается 
в двучлен а2?--с или а2- 0х. 

В этой главе мы рассмотрим некоторые свойства, трехчлена 
п процесс его изменения при изменении числа г. 

221. Разложение трехчлена 5? -- 7х -|- 4 на множители 1-й сте- 
пени относительно т. Покажем два способа такого разложения. 

1-й способ: посредством введения двух вспомогательных 
членов. 

Пусть требуется разложить трехчлен 2?-- 5т — 14. Обрашая 
внимание на первые два члена, замечаем, что если к ним доба- 
вить третий член, равный квадрату половины коэффициента 
при втором члене, т. е. член (5/,)°, то из них составится трех- 
член, равный (т -|- 5/.)2. Заметив это, приложнм к данному трех- 
члену два взаимно уничтожающихся члена: -|- (5/.)? и — (5/.)*, от 
чего, конечно, трехчлен не изменится. Тогда получим: 


‚2 р 512 (>): = (х =) 25 И. 5\2 51 _ 
«ве (5) — (2 —11= (7+5 а—м={@-+)—ч= 
й 5\2 9\2 
=(@+3)- (5). 
*) Если квадратное уравнение имеет 2 одинаковых корня, то говорят, что 
оно имеет хвукратный корень ила двойной корень. В уравненлях более 
высоких степеней могут иногда встречаться трекратные и вообще много- 


кратные корни. Напр, уравнение (2—5) (х — 2)3=0 имеет трекратный 
корень х=2 и однократный х —5. 
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Мы привели данный трехчлен к такому виду, при котором 
он представляет собою разность двух квадратов; а такую раз- 
ность можно разложить на два множителя: на сумму возвышае- 
мых чисел и на их разность. Сделав такое разложение, получим: 


(+ -5) @+:—з=а-7 в—2) 


Пусть еще требуется разложить трехчлен 2? — 3% -|-5. При- 
.вим два вепомогательных члена -- 42 и — 41: 


1? — 5-42 — 421.5. 
Ра 


Первые три члена составляют (х—4)°, последние 2 члена 


лаЮТ чиело — 11; 
(х —: 4) — 11. 


Вместо 11 можио подетавить (И 11)?: 
(— 4) — (ИП). 
Теперь эта разность квадралов разлагается так: 
(т— «Ри п) (#—4—иП). 
Нели вычислим 11 с точностью, положим, до у ‚ то най- 
дем: ИП ==3,316... Подставив, получим: 
(. — 0,683...) (т—1,316...). 


Этот прием можно применить пн к буквенпому трехчлеву 
'--рх--4, а именно: введем два вспомогательных члена 


пт [ВУ 


` 


о 


Вместо разности (а мы можем подставить выражение 


Г о \? 
й В \*__ ; 
и (#) а): 
) \2 тр 2 2 
(8-9. 
Эту разность квадратов разлагаем на 2 множителя: 


ВУИ 


(| +3 (Ч. 
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2-й способ: посредством предварительного нахождения кор. 
ней трехчлена. 

Найдем корни трехчлена, рептив квадратное уравнение: 22 1. 
ре РР а= и т.. Тогда, Как мн 
видели ($ 219): 


м-н. =—рих,=4. 
Из этих равенотв находим: 


р=— а, т.) и 9=тт.. 


Подетавим в трехчлен на место ри 4 эти выражения и за. 
тем преобразуем полученный многочлен: 


д-р а== и"? — (=. тт Е тж, == 22 — т — дг-Рит, =: 
=(51? — 1.1) — (ту — ит) = (а — и) —х,(&—а)= о 
=—= (т — 1) (т — Го). 


Мы видим таким образом, что трежчлен 27--рт--4 раза 
зается на два множителя, из которых первый равен разности 
между х и одним корнем трехчлена, а второй равен разности 
между х и друзим корнем трехчлена. 

Применив этот способ к примерам, разобранным сейчас пер- 
вым способом, мы придем к тем же разложениям: 


1) д-Нот — 14=0; т = Е ВЕ 
фе; дот. 


2-52 — 14==(#—2) #— (7) = —2) (#-- 7). 
2) 4—8 +5=0, х=1=] 165 =4=у ‘11; 
г ==4-Ру 11; .—=4—уи. 
дави [ма -- УИ [и (а р] = 
—=("—4— И) (ифафу и). 


3) 2 ре Ч=0; г=-е ау (#0; 


2-е =[ —(- Ут 8 у- 1 )] > (- > "УВ + 


=(е+-У 9 С+Е+и В). 
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222. Разложение трехчлена а? $5 с. Такой трехчлён 
прежде всего можно представить так: 


ах? -- с =а (=-+ В2+=). 


Выражение, стоящее внутри скобок, есть трехчлен вида, 1? -| 
- м --а. Его корни т и т, будут те же самые, что и трех- 
члена ат?-- 6х -|-- с. Найдя их, можем, по доказанному в предыдущем 
параграфе, разложить этот трехчлен так: 
$ с 


.2 9 бо бл 
и -- ух д==(%— т) (2—1). 


Следовательно: 
ах Не=а (фт, (т т,). 


Таким образом, разложение трехчлена ат? --- 6х - с отличается 
от разложения трехчлена 2*- ух--4 только дополнительным 


множителем а. 
Примеры. 1) Трехчлен 25? — 2х — 12, у которого корни Зи — 2, 
можно разложить так: 
2(1—3) &--2). 
2) (4? — 1) ((2*-- 1) — 26 (а? -{ 1). Заметив, что данное выражение 
есть трехчлен второй степени относительно буквы 6, раеполо- 
жим его по степеням этой буквы: =” 


(4—1) 6—2 (1) (ее. 
Корни этого трехчлена (принимая 6 за переменное число) 
будут ($3 211): 


1 ат уе т — 1—1 @фт2а а+1 
Ыыыы, 
а? —1 а? — 1 а—1 
ра 1 И - 0—1 а 2а _а-—1 
з— а—1 ар ии" 


Следовательно, данный трехчлен предетавитея тав: 


(ее) (6 у = а —фо-—а-Но а--офе-ю 


= (90—66 —ва—1) (а —а- 1. 


223. Следствие. № данным корням можно составить ква- 
9ратное уравнение (иначе, чем это указано в 8 219). Так, уразв- 
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НЕДР, уеющее корня $ п—®, будет 3) 6-5] =0%, 
(1—9 0--)=0 что ло раскрытии скобок дает: 1 —5-—6=0, 
Конечно, зе члены этого уравнения ножно умножить на проль, 
вольное чиело, ве завиеящее от ох (чар. на 2), от чего вор 


Не УЗМеНятСя, 


234. График трехчлена второй степени. Сначало мы расе. 
трям графив тожото трезчлена, который может быть тредотазлея 
ввиде произведения и{г-- и). Напр, зозьмем такие две уве 


2} 39-1 -3}. 


Для сравнения мы пзобразим па том же чертеже еще пор, 


билу: 


Предверительно составим табхицу чазтных значенай эт 


трех функций, напр. такую; 


ииеиьиимттозотиитпижи ии ечвичтвьлач 


=! -5 -# 
П=и ВИВИ Е г 
у=е- = 9 
у=Нй м { 


1123 $6 

т 9 а | 

мии 
| 

И ВИ 
, 1 


Нанеся вое это значения ва чертеж, получи тр графика 


пзображенные на черт, 49, 


Равивтрявая этог чертеж, мы замечаем, что кривая 1-я еь 
18 же перабола 3-я, только Перенесенная на 2 едницы влево, 


а крезая Я воть тв же параб 


единицы вправо, 


Обобщая этот вывод, хожем 
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а 3-1, НО перенесения на? 


оказать, что график Фувеци 
у=е-- и)’ еоть парабола, зыражающая функцию у=ай 
только парабола эта перенесена в 
вот и <0, На СТОЛЬКО @ДЯНИЦ, 
ЗИТНОЙ величине чтела и. Вет 
зварх, вели > 0 (ва в нащих прамерах), и вщвз, ола о<@. 
(ато, воли бы было задано: у=- 


лево, если и >0, я впраза 
Сколько НХ заключается вабом 
п ой параболы направоены 


це 


= 


Теперь возьмем трехчлен вида: у=и----о, Втр, такой 
Частный случай: 


= вм 


Построив точки, выражающие эти значения, я проведя через 
нах ровую (риная 3-2, черт, 50}, мы получи искомый гра- 
фик, Покажем теперь, что этот грарив воть та же паработа, 
которая выражает фуницию уз=Т/ше (поученную отбраокез- 
ии в Данной трехфлене второго и третьего членов}, только 


я Ч р 
4943240113496 7 
Черт. 


пароболе эта переневеть в другое ивото, Для этого преобра, 
ЗЕЯ данный трехчтен оледуроии обравом: во-первых, зынесех 
88 скоба возфрацлен при 2. 


иена Ца "15 


ЗА-вторых, в презчлену, стоящему векобжах, добувну дза ззанино. 
уничтовающихея член: -- 3 н— 3 (как уы бы оделели, вели бы 
зотеля разложить этот трехчиен на множители свособом зведе- 
идя двух вопомоталельных членов} 


| В н 99 5 
= ("41 ы и + у 
№, метьих, огрупляруен члены хногочлена в 2 группы тах 
| 1 , 1 м 
ЕАН озу 


2$ 


Принимая теперь во внимание приморль, г 

предыдущих параграфах, мы можем поступить так: 
1 ® 

Построим параболу, выражающую функцию: у== 5.1? (кри- 
вая 1-я, черт. 50); затем перенесем ее на 3 единицы влево, 
Тогда получим 2-ю параболу, выражающую функцию у=-(и-ЕЗУ. 
Эту параболу перенесем теперь на 2 единицы вниз; тогда 
получим третью параболу, выражающую данную функцию. 

Возьмем теперь трехзлен в общем виде: 

у == 9.0? + 6% с 

и преобразуем его так, как было сейчас указано па частном примере: 


у-а [22+ пе =а [м4 +54 (5) ( 2 |= 


| а. 


еее (и ]- (в) -=]}= 
тв и т 


Тенерь мы можем утверждаль, что график трехчлена у-- аз ое + с 
есть парабола у-= ах", перемещенная двойным параллельным перенесеннем: 
во-первых, параллельно оси х-ов на столько единиц, сколько их есть 


ъ 
в абсолютной величине числа 55, влево, если это число положительное, 


и вираво, если оно отрицзлельное; 
во-вторых, параллельно 06си у4у-0ов на столько единиц, сколько их ссть 


62 — 4ас у 
в абсолютной величине числа — ———_——, вверх, если это число положитезь- 


ное, и вниз, если оно отрицательное. 
225. Замечание, Когда в трехчлене коэффициент при 2? 
есть число положительное (как в примере предыдущего пара- 


графа), тогда ветви параболы направлены вверх. Если же этот 
коэффициент число отрицательное, то ветви параболы должны 
быть направлены вниз. Так, если возьмем: 


уф — 37—24. 

то, вынеся знак — за скобки, мы получим: 
1. 1 

и=— (5 5? 3%? 3). 


Сравнивая эту функцию с той, которую мы изобразили графи- 
—- --*ттоттом табаграфе, мы замечаем, что при одинаковых 
--* %енкпии ДОЛЖНЫ 


ней функцим, - 

получится такая же параоола, 
но расположенная ветвями вниз, а вершиной вверх, сиш..-_, 

с параболой 3-й этого чертежа. 

226. Графическое решение полного квадратного уравнения. 
Квадратное уравнение можно графически решить таким способом. 
Построив на миллиметровой бумаге параболу, выражающую 
трехчлен, стоящий в левой части уравнения, находим точки 
пересечения этой параболы с осью 5-0в (если такие точки суше- 
ствуют). Абециссы этих точек и будут корни уравнения, так 


как при этих абоциссах ординаты, выражающие соответствую- 
ие значения трехчлена, равны нулю. 


Примеры. 


1 в 

1} 5? 4-32-21 ==0. График левой части этого уравнения 
пзображен кривой 3-й, на черт. 50. На нем мы видим, что 
гарабола пересекается с осью 1-08 в двух точках, абецисеы 


которых —1и —5. Это и будут корни уравнения. Это можно 
проверить, решив уравнение посредством общей формулы. 


>. 


2) а —26--2==0. Составив таблицу частных значений 
трехчлена у== т — жж. 2: 


ы построим параболу (черт. 51). Эта парабола не пересекзется 
" ОСЬЮ 5-08, а только ее касается в точке с абоциссой 2, Урав 


пение в этом случае имеет только один корень 2. 
3) 2—2--2=0. 


Парабола (черт. 652) не пересекается и не касается оси д 
уравнение не имеет вещественных корней, 
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Укажем еще друюй прием, более удобный для выполнения, 
Пусть требуется решить уравнение: 


27 — 1,55 — 2==0, 


которое можно изосразить так: 


= -----.ъ- 


8 


Черт. 52. 


Черт, 51, 


Каждая часть этого уравнения, рассматриваемая отдельно, 
есть некоторая функция от х. Обозначим функцию, выражае- 
мую левою частью уравнения, буквою у, и функцию, выражаемую, 


правой частью, буквой у,: 
=;  у,=51,55-2. 
Первая функция на чертеже выражается параболой, вто- 


рая — прямой линией. Построив на одном и том же чертеже 
параболу и прямую по их частным значениям: 


мы найдем (черт. 53), что прямая н парабола пересекаются в 
двух точках, абециссы которых приблизительно выражаются 
числами 2,35 и —0,85. Это и будут приближенные значения, 
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корней данного уравнения, так Как при каждой из этих абецис9 
ординаты у, у. равны между собой, и следовательно: 


22 —1,55 2. 


Если случится, зто прямая 
с параболой не пересекается, 
то уравнение не имеет веще- 
отвенных корней; если же 
прямая коснется параболы, то 
уравнение имеет один корень, 
равный абециссе точки каса- 
НЯ. 

Замечание. Так как вы- 
черчивание параболы очень 
часто требуется для графиче- 
ского решения квадратных 
уравнений, то для сокращения 
чертежной работы лучше всего 
заранее начертить возможно 
точнее параболу на картоне 
и из него вырезать параболи- 
ческое лекало, которым можно 
пользоваться во многих слу- 
чаях. На таком лекале надо Черт. 53. 
надписать, какая единица дли- 
ны была взята при вычерчивании параболы (напр. „за едини- 
цу принят 1 см"). 

227. Наибольшее и наименьшее значение трехчлена. Когда 
ветви параболы, изображающей трехчлен у=ах? + 6х | с, на- 
правлены вверх (@ >> 0), тогда из всех ординал есть одна наимень- 
шая; наибольшей ординаты в этом случае нет. Наоборот, когда 
ветви направлены вниз (а < 0), тогда из всех ординат есть одна 
наибольшая; наименьшей ординаты в этом случае нет. Зна- 
чит, эпрехчлен у = ал*-|- фх-ф-с при а)>0 имеет нацменьщее 
значение, не имея наибольшею; при «30 имеет наибольшее 
значение, не имея нацменьшею. 


Чтобы найти величину наибольшего или наименьшего значений, преобра- 
зуем трехчлен так, как мы это делали раньше ($ 224). 


8 
ат? {+ 6 + е = и, 
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В таком виде трехчлен представляет собой аагебгаическую сумму двуу 
[7 — 6 


6 \з 
слагаемых: персменгого слагаемого а (++ >) и постоянного — 4а — 
р ` 


ь 
сли в > 0, то первое слагаемое при = — 5_ равно нулю, а при всех прочих 
р 5 Р р 


значениях п’ оно есть число положительное, Значит, при х—= — 5 трех- 


1 — 4ае 


члея имеет наименьшее значение, именно — 4 _ . Если же «< 0, то 
2 


р 
„—=— -— попреж.ему равно нулю, а при всех прочих 


первое слагаемое при г = 7 
значениях х оно есть число отрицательное; следовалельно, трехчлен при 
| р? — днс 
в —— 5: получает теперь наи большее значение, именно — р (вспом- 


пим, что нуль больше всякого отрицательного числа). 


228. Изменение трехчлена при изменении х. Изобразив 


данный трехчлен графически, мы тем самым наглядно пред- 
ставим процесс его изменения при 


изменении числа х. Возьмем, наир., 
черт. 50, изображающий трехчлев 
1), -- зт--21/,. Из него видно, что 
когда ш возрастает от — содо — $3, 
трехчлен убывает от -- © до наимень- 
шего значения —2, переходя при 
этом через нулевое значение при 
’=—--5. При дальнейшем возраста- 
НИИ х от—3 до- с трехчлен в03- 
растает от — 2 до -- ©, переходя при 


= 
95| 


} этом через нуль при х==— 1. Изчер- 

= тежа видно также, ато 1/,х?-- 3х-. 

> 21/>0 при всех значениях г, 

Черт. 51 меньших —5, и при всех значе- 


ниях 1, больших —1; наоборот, 
127-33 2/.-20 при всех значениях г, заключающихел 
между —5н — 1. 

Впрочем, чтобы наглядно представить себе процесс измене- 
ния данного трехчлена, нет надобности составлять таблицу его 
частных значений и по ней подробно строить график трехчлена. 
Пуеть, напр., пэдо проследить изменение трехчлена: 


у = — 27 - 36-5. 


Даля этого можно поступить так: обращая внимание на козф- 
фипиент при 213, видим, что он отрицательный. Из этого заклю- 
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чаем, что ветви параболы должны быть направлены вниз, И 
потому трехчлен имеет нанбольшее значение, не имея нанмень- 
шего. Найдем корни трехчлена, для чего надо решить уравне- 
ние: 


— 22-35 --5==0, или 22—37 —5==0, 


3 = 1/34 4-2.5 _ 3 |р49 _ 3-7. 
#1 —_ 1 


> 


=”, г. = 1. 


Трехзлен имеет два корня, и потому парабола, изобража- 
ошая его, должна пересекаться два раза с осью т-о0в. 

Найдем еще величину наибольшего значения трехчлена. 
Для этого преобразуем его так, как мы раньше (8 224) преоб- 
разовыьали трехчлен 1/,12-|- 3х --21/., а именно так: 


— а -- ЗЕ) 
ке: 
5+2 (7-9% 


Так как произведение —@ (5х —3/,)* при т==3/, равно 0, 
д при всех прочих значенилх х оно есть число отрицательное, 
го при г==3/, значение трехчлена равно 1°/,, а при всех других 
начениях оно будет меньше этой дроби. зналит, “9/, ==61/, есть 
наибольшее значение данного трехчлена (при т==3/,). Таким 
„бразом, график трехчлена пзобразитея так, как на черт. 54. 
Хотя этот чертеж и приблизительный, тем не менее он наглядно 
1зображает процесс изменення данного трехчлена, а именно, из 
чертежа видно, что при возрастании х от —< до — 1 трехчлен 
возрастает от — < до 0; затем при возрастанни г от — 1 до 3, 
трехчлен продолжает возрастать до 61/,, а при дальнейшем воз- 
растании х от 3/, до --с> трехчлен убывает, переходя во второй 
раз через нуль при 1==21/.. 

228,. Решение неравенства второй степени с одним не- 
известным. 

Общий вид такого неравенства, по упрощении его, есть 
‘следующий: 

их? о Е с==0. 
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Так как знак « всегда может быть приведен к знаку > (УМН 
жением обеих частей неравенства на— 1), то достаточно ра 
смотреть неравенства вида: 


91? ес >0, 


в котором число а может быть и положительным и отрицатель. 
ным. 

Решение этого неравенства основано на свойстве трехчлена 
ал? -- 6х с разлагаться на множителей первой степени отно- 
сительно 5 ($221). Обозначив буквами а и В корни этого трех. 
члена, мы можем заменить его произведением а(х— а) (#—}, 
и тогда неравенство можно написать так: 


а (т —а) (2—8 > 0. 


Рассмотрим отдельно три следующих случая: 

1. Корни вещественные нерзвные (что бывает тогда, 
когда 22 —4а6`>0, 8216). Пусть а >В. Если а>0, то произве- 
дение &4(7—04) (5—8), очевидно, тогда положительно, когда 
каждая из разностей х— а и’х— В положительна или каждая 
отрицательна. Для этого достаточно, чтобы х было больше а 
(тогда подавно х больше 3), или же чтобы х было меньше В 
(тогда подавно х меньше а). Следовательно, в этом случае нера- 
венство получает решение прин х>аи также при < В, т.е.т: 
должно быть или больше большего корня или меньше меньшего 

. корня. 

Если же а<0, то произведение а(х— а) (1—8) фргда поло- 
жительно, когда одна из разностей х— аих—В отрицательна, 
& другая положительна. Для этого достаточно, чтобы х удовле- 
творяло неравенствам В < т<Ха, т.е. чтобы х закяючалось между 
корнями трехчлена. 

П. Корни вещественные равные (что бывает тогда, 
когда 62— 1ас — 0). Если а==8, то неравенство принимает выд: 


а (х — 2) 0. 


Так как при вояком вещественном значении х, не равном а, 
число (х — а)? положительно, то при а>>0 неравенство удовлё 
творяется всевозможными вещественными значениями х, за, исклю 
чением х—а‚ а приа<0 это неравенство невозможно. 

Ш. Корни мнимые (что бывает тогда, когда 6 — 49 9] 


Пусть а=т--И — и; в таком случае В == — М - и. 
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Тогда —__ 
тла—т— (пи —п=@——иИ- п: 
х— В == — (тр и) = ат) КИ — м. 


Следовательно, 


и (х— а) (г— В) = и (2 — и — И) == а — т», 


и неравенство можно написать так: а|(х — )* | *|>>0. Так как 
сумма (— т)" при веяком вещественном значении х есть 
чело положительное, то при а > 0 неравенство удовлетворяется 
всевозможными значениями х, а при а<0 оно невозможно. 

Примеры. 1) Решить неравенство: 52 -- $7 — 28 >> 0. 

Корни трехчлена: д—4, В =—7. Следовательно, неравенство 
можно написать так: 

%—1 [1—1] >5. 


Отеюда видно, что х > 4 или г < — 1. 
2) Решить неравенство: 41° — 23х -|- 49 > 0. 
Корни суть: &=В==31/.. 
Поэтому 
и — 3/0, 


откуда видно, что неравенство невозможно. 

3) Решить неравенство: 12 — 4%; {-7>0. 

Корни суть: а=2-и— 3; =2—И —3; поэтому неравен- 
ство можно написать так: (у —2)?--3>0. Отеюда видно, что 


оно удовлетворяется всевозможными вещественными значе- 
НИЯМИ Х. 


Глава третья. 


Биквапратное уравнение и некоторые другие. 


229. Биквадратное уравнение. Уравнение 4-й отепени, налр. 
такое: 
1 — 131% 36 = 0, 


в которое входят только четные степени неизвестного, назы- 
вается биквадратны м. Оно приводится к квадратному, если 
заменим 2? через у и, следовательно, 2% через 1?; тогда урав- 
нение обратится в квадратное: 


9" — 13 у-- 36 =0. 
16* 243 


Решим его: 


13 5 1 
ИУ о Ь 


Но из равенства 73==у видно, что х== У у. Подетавляя 
сюда на место у найденные числа 9 и +1, получим следующие 
четыре решения данного уравнения: 


7.=-РИ 4==2; 2. =-—М 4 ==-— 2. 


Составим формулы для общего вида биквадратного урав- 
нения: а2*-|- 6.52 с=0. Положив 2?==у, получим уравнение 
9)? | у с==0, из которого находим: 


ВУИ? -Тав. И 3 
у: — 24 ; Уз -= р ° 


Но так как х==уИ у, то для биквадратного уравнения мы 
получим следующие 4 решения: 


„-ту/ кии, . о 
и‘ 
т. =— Е-У 4, х.—— Иа , 
О” ПИ 24 


Отеюда видно, что если (0? —4ас<0, то все 4 корня мнимые; 
если же 62 —4ас >09, то могут быть 3 случая: 1) все корни ве- 
шественные (как в приведенном выше численном примере), если 
АВ-НИ Е? — 4ае >0и —В—16: — час >> 0; 2) все корни мнимые, 
если оба эти выражения дадут отрицательные числа, и 3) два 
корня вещественные и два мнимые, если —В НИ? — зе > 0, 
а —1— И? -— 440. Наконец, если 6°— 4ас==0, то 4 корня 
делаются попарно равными 1). 

230. Уравнение, у которых левая часть разлагается на мно- 
жители, а правая есть нуль. Решение таких уравнений сво- 
дится к решению уравнений более низких степеней. Так, мы ви- 
дели ($ 210, П), что для решения неполного квадратного урав- 


Ёщщ— 
,) О преобрлзовании сложного радикала вида] 1+ И-В си. в допо 
нениях ко второй части, $ 408. 
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нения вида 42?-|-65—0 надо его левую часть разложить на 
2 множителя: 2 (ах -|- 1) =0 и затем, приняв во внимание, что 
произведение равно нулю только тогда, когда какой-нибудь 
сомножитель равен нулю, свести решение этого уравнения к 
решению двух уравнений 1-й степени: 


д=0 и ив -=0. 


Подобно этому можно решить неполное кубичное уравне- 
ине, не содержащее свободного члена, напр. такое: 


д?-- 31° — 10г==0. 
Вынеся х за скобкн, мы предотавим уравнение так: 
х (2? 31 — 19) -= 0, 
и, следовательно, оно распадается на 2 уравнения: 
х=0и 2-37 —10=0, 
из которых находим три решения: 


: эээ, _ : у, 
и = И 4+0 в=-3- И 1-5 


Пусть еще уравнение приведено к такому виду: 
хх 4) (128 — 5т- 6) =0. 
Тогда оно распадается на три уравнения: 
т=0; г--4==0; 2? — 5% 6 =0. 
Уравнения эти дают: 


71 =0; т.==—4; 1,==2; 1.=3. 


Глава четвертая. 


Иррациональные уравнения. 


231. Задача. Периметр прямоугольного треугольника равен 
10 м, а один из его катетов составляет 2 м; найти две другие 
стороны этого треугольника. ке." 


‚ 


Обозначив другой катет буквою т, найдем, что гипотенуза 


должна равняться У 2*-- 5, и, следовательно, будем иметь 
уравнение: 
2 


Ни -Ит- т? = 10. 
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Мы получили уравнение, в котором неизвестное входит под 
знак радикала. Уравнения такого рода называются иррацио- 
нальными. Чтобы решить иррациональное уравнение, его надо 
предварительно освободить от радикалов, подкоренные 
выражения которых содержат неизвестное. Нели в уравнение, 
как в нашей задаче, входит только один радикал, то 0свобо- 
диться от него можно таким образом: прежде всего уединим 
радикал, т. е. перенесем все члены, не содержащие радикала, 
в одну часть уравнения, оставив радикал в другой части. Тогда 


наше уравнение будет: 
ИЕ =10—2—1=8— 2. 
Теперь возвысим обе части уравнения в квадрат. Очевидно, 


что если равные числа мы возвысим в одну и ту же степень, 
то и получим равные числа; поэтому после возвышения в 


квадрат знак = сохранитея: 
4-5? — (8 — 1); 4-4? =64 — 16% +2. 


Решив это уравнение, найдем: 
60 __ 15 3 
— —3 


Тогда гипотенуза будет: 
т [15 +. 225 614225 _1 и! 
у 4 "4+2 РИ Ид = 1.11=41. 


ит еще требуется решить уравнение; 
10—У32-- 21=7. 
Уединим радикал и возвысим в куб: 
3=у/82-221; 27-=35--21; в==2. 


Поверка: 
10—9/3.2--21=10—% 


232. Посторонние решения. Возьмем еще такой пример: 


‘ 


И2т=10 —3==7. 


2=уУ2-7—1 (1 

Решаем это уравнение так же, как и предыдущее: 
х41=И 2-27; (2, 

2 --1=2--7; (3) 

(4) 


42--т— 6—0, 
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Подетавляя найденные решения в уравнения (4), (3), (2) и 
(1), находим, что оба решения удовлетворяют уравнениям (4) и 
{3}, но уравнениям (2) и (1) удовлетворяет только число 2, & 
число —3 не удовлетворяет; это решение является посто- 
ронним для уравнений (1) и (2). Значит, оно появилось при 
переходе от уравнения (2) к уравнению (3), т.е. оно появилось 
от возвышения частей уравнения (2) в квадрат. Рассмотрим по- 
этому подробнее, что происходит при возвышении частей уравне- 
ния в квадрат. 

233. Возвышение частей уравнения в квадрат может ввести 
посторонние решения. Пусть нам даны два уравнения: 


т 1=уИх-1 (1) 
п 
х1=— ИТ. (2) 


Одно из этих уравнений есть то, которое в предыдущем 
параграфе нам пришлось возвысить в квадрат, а другое отли- 
чается от него только знаком перед радикалом. Возвысив в ква- 
драт обе части каждого из этпх двух уравнений, мы получим 
одно и то же уравнение: 


д 1==-ЕТ, (3) 


так как (— Их 7)? и(/г-- 7) равны одному и тому же числу 
х--7. Значит, решения уравнений (1) и (2) должны удовлетво- 
рять уравнению (3). Следовательно, уравнение (3) равносильно 
совокупности уравнений (1) и (2). Поэтому неудивительно, что 
в числе решений уравнения (3) есть одно, удовлетворящее 
уравнению (1), и есть другое, удовлетворяющее уравнению (2). 
Действительно, число — 3 удозлетворяет уравнению (2): — 3-1 = 
—=—} —з 7, т. е. —2==—2. Может случиться, что уравнение 
(2) совсем не имеет решений; тогда решения уравнения (3) бу- 
дут только те, которые удовлетворяют уравнению (1); значит, 
тогда посторонних решений не будет вовсе. Может случиться, 
что данное уравнение (1) не имеет совсем решений; тогда 
уравнение (3) содержит только решения уравнения (2), и, 
значит, все они будут посторонние для уравнения (1). 
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Таким образом, возвышение частей уравнения в квадрат может 
прифести в новому уравнению, не равносильному с тем, которое 
возвышаглось. 

То же самое может случиться и при возвышении частей 
уравнения в какую-нибудь иную степень. Поэтому, решив урав- 
нение, полученное после возвышения в степень, надо получен- 
ные корни испытать подетановкою, с целью определить, нет ли 
между ними посторонних. 

234. Освобождение уравнения от двух квадратных радика- 
лов. Пусть надо решить уравнение с двумя квадратными ради- 
калами, подкоренные выражения которых содержат неизвестное: 


р =1. (1) 


Желая сначала освободиться от радикала 2х —4, предва- 
рительно уединим его: 


2—4 =1- гб, (>) 
Теперь возвысим это уравнение в квадрат: 
2—1 РИ 5-5 =6 РУз 5-1, 


#—10=2]/г-5. (3) 


или 


Уравнение это могло также получиться от возвышения в 
квадрат другого уравнения: 


И 2—4 =1-1 8-25. (4) 
Следовательно, уравнение (3) включает в себе решения двух. 
уравнений: (2) и (1), и, следовательно, (1) и (1), так как ура- 
внение (2} вполне равносильно уравнению (1), 
Теперь освободлим уравнение (3) от радикала  поредетво 
вторичного возвышения в квадрат: 


42 — 205 —- 100 =45-+- 20, 
или 
д — 24% 80==0. (5) 


Уравнение это могло получиться от возвыщения в квадрах 
еще и такого уравнения: 
х— 10 =-- 9-5. (6] 


Следовательно, оно включает в себе решения уравнений (: 
и (6). Но так как уравнение (3) само включает в себе решени 


248 


уравнений (1} и (1), то, значит, уравнение (5) включает в себе 
решения 3 уравнений: (1), (4). и (6). Решим теперь уравнение (5); 


х=—12 И 144 — 80 =12-СИ 64 =12- 8; 
1 =12-Н8==20; т, =12 —8==4. 


Подотановкою убеждаемся, что данное уравнение (1) удовле- 
творяется только числом 20, а число 4 ему не удовлетворяет. 
Это число удовлетворяет уравнению (6). 

Замечания. 1) Предложенное уравнение можно решить, 
и не уединяя радикала. Возвысив в квадрат обе части уравне- 
ния (1), мы получим уравнение только с одним радикалом: 


+—2И2—4) 5—1. 


От этого радикала освободимся, как обыкновенно (уединив 
его): 


2.5 


37=2 И (25 —4) (4-25); 95° =1 (25 —4)(х- 5); 
95—81? 16% — 40% + 80—=0; 22 — 245-- 80 —=0. 


2) Существуют способы освобождения уравнения от какого 
угодно числа радикалов и не только квадратных, но и других 
степеней. Мы ограничились указанием лишь самых простых 
случаев, чаше всего встречающихся. 


Глава пятая. 


Системы уравнений второй степени. 


235. Степень уравнения с несколькими неизвестными. Чтобы 
определить степень уравнения, в которое входят несколько не- 
известных, надо предварительно это уравнение упростить (рас- 
крыть скобки, освободиться от радикалов и знаменателей, которые 
содержат неизвестные, и сделать приведение подобных членов). 
Тогда степенью уравнения называется сумма ноказа- 
телей при нвиззестных в том члене уравнения, в котором эта 
сумма наибольшая. Напр., 3 уравнения: 2 | 2гу—ж-Н8==0, 
Зту==4, 2 | у? —у==0 будут уравнения второй степени; урав- 
ненис 3.1?у— у? -|- х--10=0 есть уравнение третьей степени 
(с 2 неизвестными) и т. п. 

Мы рассмотрим сейчас, как решаются некоторые простей- 
щие системы уравнений 2-Й степени с 2 неизвестными. 
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236. Система двух уравнений, из которых одно первой сте” 
пени, а другое второй. Пусть дана система: 


2—4 3у=1.... уравнение 2-й степени; 
27 —у=1......:.... . уравнение 1-й степени, 


Всего удобнее такую систему решить способом подста.| 
новки следующим путем (см. 8 141). Из уравнения 1-й степени! 
определяем одно какое-нибудь неизвестное, как функцию от 
другого неизвестного, напр., определяем у, как функцию от 2" 


4 =27— 1. 


Тогда уравнение 2-й степени после подстановки дает урав- 
нение с одним неизвестным г: 


12 —4(2%—1)*--1-—-3(25—1)=1, 

21 —4 (411 —41-- 1) т 61—3=1, 

2? — 1642-16 —4-- 2-65 —3—1==0, 

— 1552-23 —8=0; 1512 —235--8==0. 

23 = И231— 4.15.8 — 23- И529 —40 23-414. 
а Пт, 


После этого из уравнения у=2х —1 находим: 


Таким образом, данная система имеет две пары решений: 


. 8 1 
ПЭ а=Ь и = 2) = е, УТ’ 


Подобным путем всегда можно решить снотему двух урав- 
нений, если одно уравнение первой степени, & другое — второй. 
Так, напр., легко решается система: 


хи =а, ху==. 


Впрочем, эту систему можно решить весьма просто иначе. 
Так как уравнения дают сумму и произведение неизвестных, то 
эти неизвестные можно рассматривать как корни такого при- 
веденного квадратного уравнения, у которого коэффициент при 
х равен — а, а свободный член есть 6: | 


2 — ии =0. 
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Один корень этого уравнения можно принять за т, & дру- 
гой за у. Значит: 


а ы . „ в 9? 
= НУ 1—6; =.“ У. 


237. Система двух уравнений, из которых каждое второй 
степени. Такая система вообще ие решается элементарно, так 
как ее решение сводится к решению полного уравнения 4-й ете- 
пени, а такие уравнения в элементарной алгебре не рассматри- 
ваются. Но в некоторых частных случаях можно указать эле- 
ментарное решение. 

Пример. 


те-- у? =а, ту-=Ь. 


Если $520, то н 150 пн 9-01. Поэтому мы можем, ' не 
нарушая равносильносети уравнений, разделить обе части вто- 
рого из них на т; 


Тогда первое уравнение дает: 
2 5 \* 
2°-|- (=) — а. 
Умножив обе части на 27, получим равносильное уравнение: 
д -- 6? — а?, т.е. 21— а1? 1 2—0. 


Решив это биквадратное уравнение, найдем для х четыре 
значения. Вставив каждое из них в формулу, выведенную для у, 
найдем четыре соответствующих значения для у. 

Подобным же образом решается и система: 


4 — у? = а, ту=6. 


238, Графический способ решения. Начертив графики кз- 
ждого из данных уравнений (при помощи таблиц частных зна- 
ченый хи 19), находим величины координат точек пересечения 
этих графиков; это и будут корни уравнений, 

Пример. Решить систему: 


1) у==? —85--2, 
2) х=21— 3. 


‹) Перечеркивание (вертикальной или наклонной чертой) знаков =, > и < 
означает, что их значение берется в отрицательном емыеле: „не равно“, „не 
больше“, „не меньше“. 
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Составим таблицу Частных значений х и у для уравнения 1-го: 


у оз 


[8-1] 5 [в И 


По этим значениям построим графики (эти графики будут 
параболы, черт. 55): 


НН 


Черт. 55. 


Графики пересекаются в двух точках, координаты которых 
приблизительно будут: х==0,3; у==1,3 и х=2,8; у=1,6. 

Можно найти координаты точек пересечения точнее, если на- 
чертнм в более широком масштабе те части графиков, которые 
лежат около точек пересечения. Заметив, что абециесы точек 
пересечения лежат: одна между 0 в 1, другая между 2 изи 
что ординаты ях заключены между 1 п 2, составим такие та- 
блицы; 
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Для уравнения 1-го: 


г 


| у | 1,71 | 1,4А | 1,19 | 0,96 | 0,75 | 0,56 
) 1 


0,1 


0,2 |0 |4 № [ов 


Для уравнения 2-го: 


ый 


| 12 | 1,3 | 1.4 
—о 


| 
| 1.1 
т | — 0,58 | 


‚12 | 0,38 


Теперь нанесем эти значения на черт. 56: 


= 
ша 


|| 

ЕК 
ши 
Г 
Гу 
ГГ] 
[1 


Ге 
ГЕЕРРЕЕТГ] 
ГЕГТТЕРЕЕТ 
НАРЕЫ ши 

ИГРЕ 


Черт. 56. 
Из такого чертежа координаты точек пересечения, конечно, 


могут быть определены точнее (5==0,26, у—1,28; 2—2,91, 
1— 1,71). 
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ОТДЕЛ ДЕСЯТЫЙ. 
ПРОГРЕССИИ. 


Глава первая. 


Арифметическая прогрессия. 


239. Задача, Рабочему поручили выкопать колодезь н услови 
лись платить ему за первый метр глубины 60 коп., за второй — 
15 коп. и т. д, увеличивая плату за каждый следующий метр 
на 15 коп. Сколько уплатили рабочему, если колодезь бых 
вырыт им в 10 метров глубины? 

Для решения задачи надо найти сумму чисел таких: 


60-75-90 -- 105 +-120-- 135 + 150-1165 - 180 -- 195. 


Сумму эту мы можем найти проше, чем обыкновенным сло- 
жением. Обозначив ее буквою $, напишем две такие строки: 


8=60 --75 --90 -|- 105 -{ 120 -- 135 --150-- 165 -|- 180 -- 195, 
$== 195 -- 180 -|- 165 -|- 150 -|- 135 -|- 120 --105--90 75 --60.. 


Вторую строку мы написали, переетавив слагаемые первой 
строки в обратном порядке, отчего, конечно, сумма не измени“ 
лась. Сложим теперь все числа, стоящие друг под другом: 


25255 -- 255-5255 -255-- 255-255 -- 255-- 255 -|- 255 -- 255, 


Т, е, 
. 28=255.10 = 2550, 
и следовательно, 


Таким образом, за всю работу пришлось заплатить 12 р. 15 * 
254 


В этой задаче нам пришлось иметь дело с рядом чисел, 
последовательно возрастающих на одно и то же число. Подобные 
ряды носят особое название „прогрессий“. Рассмотрим их по- 
дробнее. 

240. Определение Арифметической прогрессней 
называется такой ряд чисел, в котором каждое число, начиная 
(0 второзо, равняется предыдущему, сложенному с одним и тем 
же постоянным для этою ряда числом (положительным или 
отрицательным). 

Так, два ряда чисел: 


10, 14, 18, 22, 26, 30, 34, 88, 42, 46, 
6, 4, 2, 0, —2,—4,—6 


составляют арифметические прогрессии, так как в них каждое 
чнело, начиная со второго, равно предыдущему числу, сложен- 
ному в первом ряду с положительным чиелом 4, а во втором 
с отрицательным числом —2. Числа, составляющие прогрессию, 
называются ее членами; их число может быть произвольное. 
Положительное или отрицательное число, которое надо приба- 
вить в предыдущему члену, чтобы получить последующий, наз- 
зывается разностью прогрессии. 

Нрогрессия называется возрастающей или убываю- 
щей, смотря по тому, увеличиваются ли ее члены по мере 
удаления, от начала ряда, или уменышаются; разность возра- 
стающей прогрессии есть число положительное, а убывающей — 
отрицательное. 

Для обозначения того, что ряд представляет собою арифме- 
тическую прогрессию, иногда ставят в начале ряда знак —-. 

Обыкновенно принято обозначать: первый член а, последний 
разность 4, число всех членов я и сумму их 3. 

Ради краткости слова „арифметическая прогрессия“ мы 
будем сокращенно писать так: А. П. 


241. Формула любого члена арифметической прогрессии. 
Пуеть имеем прогресеию: 


--10, 14, 18, 21/ (разность 4). 


'Гогда, 
2-й член == 10 -1-4=11; 
3-й „ =10 474—104 +1.2—18; 
4й „ =10 | 4--4-4=10-4-3=22, ит. д. 
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Значит: 


10-й член =10-—- 4.9 = 46; 
20-й „ =10-4.19==80, и т. д. 


Подобно этому, если имеем прогрессию: 


—6, 1 2,... (разновть — 2), 
то 
2-й плен = в 2) =1; 

3-й „ =6--(—2 (2) 6-1 (—-2). 2, ига 


Напр.: 10-й член —=6-{ (—2).9 =— 13, ит. д. 
Вообще, если прогрессия будет такая: 


- ни, р, е,... фазность (7), 


то 
-й член == -Н@; 


2 
3- „ =аф+аа=и- 24: 
1- 


|-> 


Н =а-2а + 4=а- 34, ит. д. 


а 


„ 


|-> 


Значит, 10-й член окажется «-- 94, 15-й член будет а-- 144 
вообще 2-й член будет а-- (т — 1). Таким образом: 

Всякий член А. П., начиная со второго, равен 7срвому ее 
члену, сложенному с произведением разности прогрессии на число 
всех членов, стоящих перед озределяемым членом. 

В частности, последний член равен первому члену, сложен- 
ному с произведением разности на число всех членов, умень- 


=——— 


шенное на 1, т. е. —— } 
, 1=я НН @(— 1). 
п [+4 1) 
Примеры. 1) Найти 10-й член прогрессип:-=-60, 75, 90,.., 
Так как разность этой прогрессия равна 15, то 10-й член 
будет 60 + 15.9 =192 (см. залачу 8 239). 


2) Найти 12-й член прогреесии: —- 0, 31, 34... 
Так как разность здесь равна — 8, то 12-й член должен быть: 


40 -- (—3)-11=40 — 33 = 17. 
3) Какое будет »-ое часло в последовательном ряду нечетных 


чпеел: 1, 3, 5,...? 
Такое чпело должно бить: 1-2 (в — = 2—2 = —1. 


Следствие. А. П., у которой первый член есть а, раз” 
ность 4 и число членов и, может быть изображена так: 


а, а-|- а, а--24. а ?4а, ... а-- 4—1). 


242. Формула суммы всех членов арифметической прогрес- 
сни. Предварительно убедимся в следующем свойстве: сумма 
зут членов А. П., равноотстоящих от концов ее, равна сумме 
‚‹зайчих. Напр., в прогрессии: 


--3, 7, 11, 16, 19, 23, 


находим: 3-23 =26; 1- 19—26; 11 15==26. Понятно, почему 
это так: первые слагаемые этих сумм (т. е. 3, 7, 11) идут, все 
возраетая на 4, а вторые слагаемые (2%, 19, 15) идут, все убывая 
на 4; поэтому сумма их не изменяется. Возьмем еще пример 


убывающей прогрессии: 


-- 8, 6, 4, 2, 0,—2,—4. 


В ней: 8-Р (—4) =4, 6 (—2) =4, 4 0—4. Член 2, отетоя- 
щий одинаково от начала и от конца, должен быть сложен сам 
с собою: 22 ==4, И здесь объяснение то же самое: слагаемые 
<, 6, 4, 2 идут, все уменьшаясь на 2, а слагаемые —4, —2, 0 и 
„ идут, все увеличиваясь на 2; от этого сумма нх остается без 
изменения. 

Теперь выведем формулу для суммы всех членов любой 
А. Ц. Для этого применим тот способ, посредством которого мы 
нашли сумму членов А. П. в задаче 8 239, а именно; сложим 
иочленно два таких равенства: 


—=а-Ье-н... НА 
= НЕ... Неё-а 
28=(а-Н о ЕФ--Ю-Не-э-... ео аа. 
Но ат Ее... = а; следовательно, 


28—({а-)м, 


откуда 
__ а-+дъ 


> 3 
= 


8 


т. е. сумма всех членов А. П. равна половине произведения суммы 
"райних членов на число всех членов. 
Таким образом, в задаче $ 239 для суммы $ по этой формуле 


вай дем: 
$ == [(60 -| 195)-10]:2 =2550:2 = 1275. 


Пример 1. Найти сумму натуральных чисел от 1 до. вклю- 
чительно. 


17 кяселев. Элементы алгебры, 257 


Рад: 1, 2, 3,...и есть А. П., у которой первый член 1, раз. 
ность 1, число членов и последний член тоже и; поэтому 


ва -а-з-... Нн= ЕО. 
Так: ааа ное = И 21. 


Пример 2. Найти сумму первых я нечетных чисел. 
Как мы видзли в предыдущем параграфе, »-ое нечетной 
зисло равно 21 — 1; поэтому: 


6 — п виа — ма, 


Так: 1-7 8=4—2°; 18 5=9=3; 1-3 5--7=16 = 
— 43, И Т. Д. 

Это свойство суммы нечетных чисел наглядно выражаетс; 
чзертежом 57, который составлен так: к квадрату (внизу слева, 


приставлены 3 таких же квадрата (1 сверху. 
||| 1 сбоку и 1 в верхнем углу); к этих 
№ 
о __ 7 


квадратам приставлены еще 5 квадратов 
Но 


{2 сверху, 2 сбоку и 1 в верхнем правом 
углу). К ним, далее, приложены 7 квад- 
ратов, потом 9 квадратов и т. д. Тогда 
очевидно, что 


1-3 = 2; 1 3-5 = 3, 1-6 3--5-17 =, 


ит. д. 


Пример 3. Найти сумму 10 членов прогрессии; 


1 


— 3, 25, 2,. .. 
Здесь а==3, Ч==21/, —3=——1/,; поэтому 10-й член прогрессий 
будет 8—1/,.-9=—1)],, и потому искомая сумма равна: 
[9+ (— 11] 10.1 - 1. 
2 1. 
Поверка: 3421 2-15 1 о ати 


243. Замечание. Так как для 5 чисел а, Ь а, пи ;мы имеек 
два уравнения: 


= ааа —1) ин $—= ея, 
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то по данным трем из этих чисел можем находить остальные 
два. Для примера решим следующую задачу: 

Найти число членов прогрессии, у которой первый член 7, 
разность —2 и сумма всех членов 12. 

В этой задаче даны: а==7, 4=—2 и 8$=12; остаются неиз- 
зестнымифи 2. Подставив в уравнение заданные числа, находим: 


1—2 (и—1) 9—2; 12=0 +1, 
откуда 
9 (р; 
п? — 8т | 12 =0; = И16--12=4-2; 
7; =6, 7. =2. 


Получаются два ответа: число членов или 6, или 2. И дей- 
твительно, две прогрессии: 7, 5, 3,1—:, —Зи1,5 имеют однуи 
гу же сумму 12. 

244. Формула суммы квадратов чисел натурального ряда. 
ри решении некоторых математических вопросов приходится 
„ользоваться не только формулою, определяющею сумму чисел 
натурального ряда, но и формулой, определяющей сумму ква- 
дратов этих чисел. Формулу эту можно вывести следующим 
эбразом: Возьмем п таких числовых тождеетв ($ 61, 3): 


28—(1--1)3==13 1-3. 12.1--3.1. 12 13 
38—(2411)3—234+3.22.1--3.2. 12 13 
43 —(3 4 1)3==33-- 3.3. 1-3. 3-12-13 
(а - 1) = 3-31 3 п-12- 13. 

Сложим все эти тождества. Тогда 23, стоящее в левой части 
первого равенства, взаимно уничтожится с 23, стоящим в правой 
аети второго равенства, 33 в левой части второго равенства 
уничтожится с 33 в правой части третьего равенства, и т. д. 
После такого уничтожения получим: 

(и 1) ==1- 3 (12 2 32... м?) за -2-З... я) фи. 

Обозначив для краткости: 

1-Е з-... =, 
12-2 {- 3*--...-- 9 ==5,, 


(в 1)3==1--35, 35, и, 
17* 259 


чы будем нметь; 


откуда: 


(в -- 13 —1— я —_ 3 -— Зи 2 
ЕВ. 


Но 
ПЗ 3? -- 2 = из 22-2 -- 21 == и? (и 2) в (ип -- 2) = 
= (из он) =пеутш-» 


я. =” + (я -- 2)__ 5. 


поэтому: 


Из равенства 


вн+П 
5. = 5 
находим: 
п (и 0 =25.. 
Следовательно: 
к 2 2 2. +1 
к А 5, — 5 | + 2—1] = 5,” ы , 
или 
5 _ ие. 2+1 вино, 
и ОНИ: ЗИ 6 
Например: | 
ео И 4; 


. аа 8+ 
12 22 -|- 32 | 4 =30, ит. д. 


Глава вторая. 


Геометрическая прогрессия. 


245. Задача. Говорят, что индийский принц Сирам предложих 
пзобретателю шахматной игры просить у него награды, какую 
он хочет. Тот попросил, чтобы ему дали за первый квадрат. 
шахматной доски 1 пшеничное зерно, за второй квадрат 2 зерна, 
за третий 4 и т. д., увеличивая вдвое за каждый из следующих 
квадратов. Принц согласилея. Но когда подечитали количество 
пшеницы, которое следует выдать за все 64 квадрата шахмат- 
ной доски, то оказалось, что награда в этом размере не может 
быть выдана по недостатку пшеницы. Сколько же зерен при- 
шлось бы выдать изобретателю? 

Количество зерен, которое надлежало бы выдать за все 64 
квадрата, равно сумме $ следующего ряда чисел: 


$141 2-22 231... 262 -|- 2683, 
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Мы можем найти эту сумму так: умножим обе части напи- 
санного равенства на 2: 


285—223 4-23-|-2%-|-...-|- 263 |- 284. 


Теперь вычтем из этого равенства предыдущее; тогда по- 


лучим: 
$ == —1. 


Значит, придется вычислить степень 284, что можно сделать 
или последовательным умножением на 2 по формуле: 


264 —2.2.2.2,..(64 множителя) 


или по формуле: 
964 — [(21 5) =] $? — (65 5362)?; 


окончательное число зерен будет: 
$—264 — | —1$ 446 744 073 709 551 615. 


Можно вычислить, что если бы такое число зерен рассыпать 
равномерно по всей земной суше, то образовался бы слой ише- 
ницы толщиною около 9 мм. 

В этой задаче мы имеем дело © рядом чисел, из которых 
каждое, начиная со второго, равно предыдущему чиелу, умно- 
женному на одно и то же число. Такие ряды чисел называются 
геометрическими прогрессиями. Рассмотрим их по- 
дробнее. 

246. Определение. Геометрической прозрессией называется 
такой ряд чисел, в котором каждое число, начиная со второло, 
равняется предшествующему, умноженному на одно и то же 
число, постоянное для этозо ряда. Так три ряда: 


2, 4, 8, 16, 33, 64, 128,...; 
8, —-106, 32, —04, 128, —256, 512; 
20, 10, 5, 5/», 5/4 5), 56 3/32 


составляют геометрические прогрессии, потому что в этих ря- 
дах каждое число, начиная со второго, получается из предше- 
ствующего умножением: в первом ряду на 2, во втором на — 2 
и в третьем на 1/.. 

Для обозначения того, что данный ряд есть прогрессия 
геометрическая, иногда ставят в начале его знак -;. 

Как и в арифметической прогрессии, числа, составляющие 
геометрическую прогрессию, называются ее члензми; число, 
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на которое надо умножить предыдущий член, чтобы получит” 
последующий, называется знамензтелем прогрессии. 

Прогрессия называется возрастающею или убываю- 
щею, смотря по тому, увеличивается или уменьшается &бсо- 
лютная величина членов прогрессии по мере удаления от 
начала ряда; так, из трех указанных выше прогрессий первая 
и вторая — возрастающая, а третья — убывающая. В возрастаю- 
щей прогрессии абсолютная величина знаменателя больше 1, 
в убывающей она меньше 1. 

Обыкновенно знаменатель прогрессии обозначают буквою а, 
а члены, число их и сумму обозначают так же, как это принято 
для арифметической прогрессии, т. е. а, В, с, ... { (последний 
член), п (число членов) и $ (сумма). 

Для краткости слова „геометрическая прогрессия“ мы будем. 
сокращенно писать так: Г. П. 

247. Сравнение Г. П. с А. П. Разность двух рядом стоящих 
членов в А. П. остается одна и та же, вследствие чего члены 


азы 5. Газ 
Черт. 58. 


ее возрастают или убывают равномерно. Посмотрим, какова будет 
разность двух соседних членов в Г. П.: 


-- а, В, с, ... (знаменатель 9). 


Из определения прогрессии следует: $=44, с=64, 4=е4 


и т. д.) следовательно: 
$ —а=91—@а=4а(1— 1); 


6—0 (9—1), ит. Д. 


Гели прогрессия возрастающая и члены ее положительные, 
то тогда а «сц«... ит. д.; поэтому и а (а—1)<65а—п< 
<6(9—1<..., т. ев. 


6 ^а«<с—«а—с<... ит. д. 
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Значит, в возрастающей Г. П. с положительными членами 
разность двух соседних членов увеличивается по мере удаления их 
от начала ряда; вследствие этого члены такой прогрессии, по 
мере их удаления от начала ряда, возрастают все быстрее и 
быстрее, что наглядно изображено нз черт. 58 (правом). Напр.: 


—2, 4, 6, 8, 10, 12,... 
1-2, 4, 8, 16, 32, 64,... 


248. Формула любого члена Г. П. Пусть мы имеем такую Г. П. 


+ 3, 6, 12, 24,... (знаменатель 2). 


Тогда 

2-й член ==3.2 =6; 

3-й „ =3.20.2—3.22— 10; 

4-Й „ 23.2.2.2—3.23 —24, И Т. Д. 
Напр., 10-й член —=3.2=3-512 1536, и т. д. 


Подобно этому, если мы имеем прогрессию: 


5210, 5, 21/., 11/,...(знаменатель 1/.), 
то 
2-й член == 10.1/, —=5; 
3-й „ =10.1/,.1/,=10.0/,)==10/,==211,; 
4-й > == 10.1/.-1],-1/, == 10. (1/,)3 == 20/3 == 117, и т.д, 
Возьмем теперь прогресеню в буквенном виде: 
2 а, В, с,... (знаменатель 1). 
Согласно определению Г. П., находим: 
2-й член —=290=а901; 
3» ›„ =490:9=497; 
4 „ „ =00'0==403, И Т. д, 
.. .. т—1 
Таким образом, 10-й член = а4, вообще т-й член = . Зна- 
ЧИТ: всякий член Г. П., начиная со второю, равен первому члену, 
умноженному на зпакую степень знаменателя, которой показа- 
тель есть число членов, предшествующих определяемому 1). 


1) Правило это, равно как и аналогичное правило для арифметической 
прогрессии (8 241}, мы имеем право применить и к первому члеву, если причем 
во внимание, что число членов, предшествующих первому члену, равно нулю. 
Действительно, применяя эти правила к первому члену прогрессии, получим: 


и а -+4-О и а= 94°. 


Но 4.0—=0 и 4%'=1 ($ 65). Следовательно, равенства эти дают верные 


результаты: 
а=а-+-0=4 иа=а.1=—а. 
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В частности, последний член [, которому предшествует я —1 
членов, выразится формулой: 


2—1 


аа . 
Пример 1. Найти 6-й член прогрессии 3, 12,... 
Знаменатель такой прогрессии есть 12:3==4; поэтому 6-й 
член —= 3.45 —=3072. 
Пример 2. Найти 10-й член прогресепи -- 20, 10... 
Так как знаменатель этой прогреесии равен 10:20 ==1/.„, то 
10-й член равен 


20. ( 1 1 5 5 


33 "9—7 128 


5) 50. 


Замечание. Геометрическую прогрессию, у которой пер- 
вый член есть а, знаменатель 4 и число всех членов я, можно 
изобразить так: 


.. о З 9—1 
=. а, а4, 44°, 99°....а4 . 


249. Формула суммы всех членов Г. П. Применим тот прием, 


которым мы раньше ($ 245) нашли сумму 1-22? .=- 268. 
Умножим обе части равенства: 


=а-Ное-...-Е Е (1) 


па знаменатель 4, тогда получим: 


/ 5а = аа ва Неа... а Ни. 
а4=0, б==с, сд==1,... = 


5а=ееа-...-Н2-Ни. (2) 


Вычтя почленно из равенства (2) равенства (1), найдем: 


Но 


следовательно, 


34 —8=— а, т.е. (1—1) 3з=М— а; 
откуда: 
та —а 


9—1° 
Значит, сумма всех членов Г. П. равна дроби, у которой чис- 
литель есть разность между произведением последнею члена на 
знаменатель Г. П. 4 первым членом ве, а знаменатель есть раз- 
чость между знаменателем прогрессии и единицеч. 
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Замечание. Так как для прогрессии убывающей 4<а 
и 4 <1, то для такой прогрессии лучше придать формуле суммы 
нной вид, умножив числитель и знаменатель дроби на — 1: 


Пример. Найти сумму 8 членов прогрессии, у которой 
а=тн 4=1/.. 
Тогда: 
1—1. @/.)7 — ет 
1—4, 1—0 ЗАМ 32 


3 11—13 3 — 2 


[52 
|<] 


15 


250. Пример задачи на Г. П. Найти первый член а и по- 
следний 1, если (=3, п=5 И $==242. 

Сначала находим { по формуле 1—1” 1=—а4-3* и затем эту 
величину и данные числа подетавим в формулу для суммы: 


олэ _ 9:83 —а__ 4 (38 —1) 
242 = == 123, 
откуда: 

{ —242:121 =2. 
Теперь находим: 

1—2.84—162. 


2--6-- 18-- 54 -- 162 = 242. 


Поверка: 


Глава третья. 


Бесконечные прогрессии. 


251. Некоторые свойства таких прогрессий. Если ряд чисел, 
составляющих прогрессию, может быть продолжаем без конда, 
то прогрессия называется бесконечной. Рассмотрим некото- 
рые свойства таких прогрессий. 

а) Возьмем бесконечную возрастающую А. П., у которой раз- 
ность очень мала, напр. такую: 


-= 1; 1,01; 1,02; 1,03; 1,04,... 


Несмотря на то, что члены этой прогресеин, при удалении 
от начала ряда, растут очень медленно, они, однако, при доета- 
точном удалении могут превзойти любое данное число, как бы 
велико оно ни было; напр., они могут еделаться больше 1000 000. 
Действительно, для того, чтобы (п --1)-й член такой прогрессии, 


265 


равный сумме 1--0,01я, мог сделаться больше 1000000, доста, 
точно для п взять такое большое число, котороё удовлетворяла 
бы неравенству: 
1--0,01* >> 1000000. 
Из него находим: 
999 999 


"> -5от =99 999900. 


Так как в бесконечной прогрессии число и может сделаться 
как угодно большим, то оно может сделаться больше 99999 900; 
и тогда 1-- 0,01» сделается больше 1000 000. 

Рассуждение это можно повторить о всякой арифметической 
возрастающей бесконечной прогрессии; поэтому мы можем вы- 
сказать такое общее заключение: член бесконечной возрастающей 
А. П., пре достаточном ею удалении от начала ряда, моэкет 
превзойти любое данное число, как бы оно велико ни было. 

6) Возьмем теперь бесконечную возрастающую Г. П. с поло- 
жительными членами, напр. тзкую: 


-- 1 191; 1,012 =1,0201; 1,013 ==1,030301;...(знам. 1,01), 
и сравним ее с бесконечной А. П.: 
— В ЪОЦ 1,02; 1,03;...(разность 0,01), 


У которой первые два члена одинаковы со взятой нами Г. П 

Как мы видели раньше, члены Г. П. возрастают быстрее 
чем члены А. П. Но член взятой нами А. П., при достаточном 
удалении от начала ряда, может превзойти любое число, напри 
мер может сделаться больше 1000000; значит, соответствующий 
член нашей Г. П. и подавно может сделалься больше всякога 
числа. 

Таким образсм, член бесконечной возрастающей Г. П. (с по 
ложилпельными членами), при достаточном удалении ео от на- 
чала ряда, может превзойти любое данное число. 

Свойство это применимо и к такой возрастающей Г. П., у ко- 
Торой члены, все или некоторые, отрицательные числа (напри- 
мер —5, —10, —20,... или 5, —10, 20, —40,...); тогда нада 
только говорить не о самих членах, а об их абсолютной ве- 
личине, 

в) Возьмем какой-нибудь пример бесконечной убывающей 
Г. П. с положительными членами, например такой: 


1 111 1 1 
55’ а ор’ (знаменатель 5); 
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Члены такои прогрессии при удалении их от начала ряда, 
конечно, уменьаются, но могут ли они при этом сделаться 
меньше всякого данного положительного числа, например меньше 
0,000001, это сразу не видно. Чтобы обнаружить это, возьмем 
вспомогательную прогрессию, члены которой обратны членам 
взятой нами прогрессии: 


1, 2, 21, 23,... 2",... (знаменатель 2). 


Прогрессия эта возрастающая, и потому, как мы сейчас ви- 
дели, члены ее могут превзойти любое данное чиело; значит, 
они превзойдут и 1000000. Если же окажетея, что 


2" > 1000000, 
то тогда, очевидно: 
1 1 


5" < Г00000б" 


Применим это рассуждение к какой-угодно бесконечной убы- 
вающей Г. П. (© положительными членами): 


--а, 6, с,... (знаменатель а < 1). 


Чтобы показать, что член этой прогрессии, при достаточном 
удалении его от начала ряда, может сделаться меньше любого 
положительного числа №, возьмем вепомогательную Г. Па 


11 1 1... 1 
а’ ад’ #42 @493 а" 


. (внаменатель = >> 1). 


Прогрессия эта возрастающая, так как ее знаменатель >> 1. 
Но член возрастающей Г. П. может превзойти всякое данное 


> 1 
число; следовательно, он превзойдет и чиело ты Поэтому пря 
достаточно большом п будет удовлетворено неравенство: 


1_1 „ 
аР> № и тогда ад" < М. 


Итак, член бесконечной убывающей Г. П., при достаточном 
удалении ео от начала ряда, может сделаться меньше люболо 
данною положительною числа. 

252. Понятие о пределе. Положим, что в бесконечной убы- 
вающей геометрической прогрессии: 


1 1 
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мы взяли 10 членов от начала; тогда последний (10-й) член б 
дет (1/,)°, а сумма этих 10 членов (которую обозначим 5;„) будет 


— СТА: — (лю 
п О (1 


1—4 1—4 а 
Подобно этому, найдем: 
1. 1. 1 
81 = 2 — 2 За == бр --- бы == 2 ая. 


Мы видим, что по мере увеличения числа членов сумма их 
приближается все более и более к 2. Так сумма $»: меньше 2 
на дробь (1/,)", а эта дробь, как мы видели, при достаточно боль- 
шом я, делается меньшей любого данного положительного числа. 

Если какое-нибудь переменное число (в нашем примере сумма, 
членов прогрессии), изменяясь, приближается все более и 60- 
лее к некоторому постоянному числу (в нашем примере к чиелу 2) 
так, что разность между этим числом и переменным делается 
меньшей любого данного положительного числа, как бы мало 
оно ни было, то это постоянное число называется пределом 
переменного 1). 

Заметив это, мы можем сказать, что переменная сумма 

1 
РЕН. 


при неограниченном возрастании 1, стремится к пределу 
что на письме выражают так: 


} 1 1 1 
(Уи -+а+.. и), 
если п © 


(стрелки заменяют собою слово „стремится“), или пишут так: 


пред. (аа +. +8), _ = 2. 


зо 


Здесь „пред.“ есть сокралценное слово „предел“, а добавле- 
ние внизу скобки: я ==со заменяет собою фразу: „когда м не- 
ограниченно увеличивается“ (когда я стремится ко ). 

Можно наглядно показать (черт. 59), что рассматриваемая 
сумма приближается неограниченно близко к 2. Пусть 


А. А.А, 


Черт. 59. 
{) Более точное определение предела, будет дано в главе о пределах (часть 2-я}. 
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отрезок АД, =1и АВ—2. Тогда 1--1/, = АА, 11, {= АА.,, 
а-- т, = АА, и Т.д.; ясно, что при увеличении числа 
членов прогрессии мы неограниченно придвигаемся к точке ВБ, 
и, значит, сумма 1--1/,-{-1/,--.. стремится к отрезку АВ-==?. 

253. Формула предела суммы убывающей. Если в бесконеч- 
ной Г. П.: 


-- а, ад, 94°, ч43,...(9<) 


возьмем и членов от начала, то последний член будет а4*—\, и 


сумма их будет: 
__ } в 09” , 
"” _ 1@ 1—4 1—а 1-90 


| 


Предположим, что ия неограниченно увеличивается. Тогда 


а ” 
число т, остается неизменным, а дробь та все уменьшается, 


и притом неограниченно, так как числитель ее, как мы видели 
раньше, делается меньше любого данного положительного числа, 
а знаменатель остается неизменным. Значит: 


т эсли вх. 
Таким образом, ирн неозраниченном увеличении числа членов 
убывающей Г. П. сумма их стремится к пределу, равному част- 
ному от деления первою члена прозрессиц на избыток единицы 
над знаменателем прогрессии. 
'Гак: 
1 


ттт 1 . 
Руна ы Е —р=2. 


еси н+< 


Замечание. Это’ 
свойство принадлежит 
Г. П. и при отрица- 
тельном знаменателе. 
Например, предел сум- 
мы членов Г. Па: 


у которой 9@=— и 
а=—=2, равен: 


1) 3 3—8 Черт. 60. 
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На прилагаемом чертеже 60 изображен ряд ординат, наглядно 
выражающих сравнительную величину одного, двух, трех, чэ- 
тырех и т. д. членов данной прогрессии. Ординаты эти пооче- 
редно становятся то большими 11/,, то меньшими 11/, прибли- 
жаясь к этому числу все более и более. 

254. Применение Г. П. к десятичным периодическим дробям. 
Возьмем следующие два примера десятичных периодических’ 
дробей (чистых, т. е. таких, у которых период начинается 
тотчас после запятой): 1) 0,999... и 2) 0,232323... 

Дроби эти представляют собою суммы: 


9, 9 9 9 
о 102 об Рю — 
23 
о --ою- 1040 009 Е... 


Слагаемые этих сумм суть члены бесконечных убывающих 
Г. П., у которых знаменатели прогрессии: у первой 1/., у вто- 
рой 1/, и: Суммы эти стремятся к пределам, равным: 


‚ Из этих примеров видно, что чистая периодическая дробь 
равна такой обыкновенной дроби, у которой числитель есть пе- 
ри0д, а знаменатель цифра 9, повторенная столько раз, сколько 
цифр в периоде. 

Надо только иметь в виду, что в этой фразе слова: „чистая 
периодическая дробь“ поставлены ради краткости; подробнее 
надо было бы сказать: предел, к которому стремится чистая 
периодическая дробь, когда число периодов возрастзет, равен, 
ит. д. 

Возьмем теперь два примера периодических дробей сме- 
шанных (т. е. таких, у которых период начинается не тотчае 
после запятой): 3) 0,2888... и 4) 0,3545454.. Дроби эти можно 
предетавить в виде суммы: 


2 8 8 8 
3) ЮГ оо о. 
4) от р обобю +... 


Слагаемые этих сумм, начиная со второго, суть члены бес- 
конечных убывающих Г. П.; в 3-Й сумме знаменателем служит 
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дробь / 1, в 4-й сумме — дробь 1/. Поэтому пределы, к кото- 


рым стремятся эти суммы, будут: _ 


2 и 2 8 _2 8 _ 
ег, тг 
2.948 _2.10—2+8 _28—2 _26 _13. 


= 99 50 90 —90=45; 
3 лю 3 54 __3 54 _ 
отит = аб = 


__ 3:99 + 54 _3.100—354 _ 354 —3 _ 351 _ 39 
т 9 = 990 990 — 990 10 


Из этих примеров видно, что смешанная периодическая дробь 
равна такой обыкновенной дроби, у которой числитель есть число, 
стоящее до второзо периода, без числа, стоящею 90 первою периоса, 
а знаменатель есть цифра 9, повторенная столько раз, сколько 
цифр в периоде, со столькими нулями на конце, сколько цифр 
между запятой 4 периодом. 

Здесь тоже надо сделать замечание, что разумеется не сама 
периодическая дробь, а предел, к которому она стремится. 
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ОТДЕЛ ОДИННАДЦАТЫЙ. 
ОБОБЩЕНИЕ ПОНЯТИЯ О ПОКАЗАТЕЛЯХ. 


` 


Глава первая, 


Целые показатели. 


255. Свойства целых положительных показателей. Показа- 
тели степени до сего времени предполагалиеь нами целыми и 
положительными, причем мы им придавали смысл, выражае- 
мый в следующем определении: 

Возвысить Число а в степень с целым и положительным по- 
казателем в — значит наш произведение , одинаковых вомно- 


жителей ааа... а. 
Перечислим свойства этих показателей, известные нам из пре- 


дыдущих глав алгебры: 
1) при умножения степеней одного и того же числа показа- 


тели их складываются (8 53); 

2) при делении степеней одного и того же числа показатель 
делителя вычитается из показателя делнмого, если показатель 
делителя не больше показателя делимого ($ 64); 

8) всякое число, возвышенное в нулевую степень, дает 1 (5 65); 

4) от возвышения отрицательного числа в степень с четным 
показателем получается положительное число, & с нечетным по- 
Казателем — отрицательное ($ 153); 

5) чтобы возвысить в степень произведение, достаточно воз- 
ВЫСитЬ в эту степень каждый сомножитель отдельно ($ 154, а); 

6) чтобы возвысить степень в степень, достаточно перемно- 
жить показатели этих степеней (8 154, 6); 

7) чтобы возвысить в степень дробь, достаточно возвысить 
В эту степень отдельно чнелитель и знаменатель (5 151, в); 
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8) чтобы возвысить радикал в степень, достаточно возвысить- 
з эту степень подкоренное число ($ 205, г); 

9) чтобы извлечь корень из степени, достаточно разделить 
показатель етепени на показатель корня, если такое деление: 
выполняется нацело (5 168, 6). 

Теперь мы расширим понятие о показателях, введя показа- 
тели отрицательные и дробные, которые до сего времени мы не 
употребляли. Мы увидим при этом, что все свойства целых по- 
ложительных показателей сохраняются и для показателей отри- 
чательных в дробных. 

256. Отрицательные целые показатели. Мы видели (3 64), 
что при делении степеней одного и того же числа показатель 
делителя вычитается из показателя делимого в том случае, если 
показатель делителя не больше показателя делимого. Теперь мы 
условимся производить вычитание показателей и в том случае, 
когда показатель делителя больше показателя делимого; тогда, 
мы получим в частном букву с отрицательным показателем; на- 
пример: 4?: 45 ==а_ 3. Таким образом, чиело с отрицательным по- 
казателем мы условимся употреблять для обозначения част- 
ного от деления степеней этого числа в том случае, когда по- 
казатель делителя превосходит показатель делимого на столько 
единиц, сколько их находится в абсолютной величине отрица- 
тельного показателя. Так, а? означает частное ц: 93, или а?:а*, 
или @3: 03, вообще частное а”: а"*?. 

Понимаемое в этом смысле число с отрицательным показате- 
лем равно дроби, у которой числитель есть 1, а знаменатель — 
то же число, но с положител ным показателем, равным по абсо- 
лютной величине отрицательному показателю. 

Действительно, согласно нашему условию, мы должны иметь: 


т т т 
=. -9 — Ч“. -—3— %& ит 
4 — атт? а — ит+Р х Е . д. 


Сократив две первые дроби н& а” и третью дробь на 5" 
т. е. в обопх случаях сократив дроби на числитель), получим: 


— 1. 1. 1 
а 1=-,; а = % — итд 
Вообще 
_ а" 1 . 
а ®—= ц"т" — ай 


Заметим, что отрицательные ‘показатели дают возможность. 
предетавить всякое дробное эалгебраическое выражение под ви- 
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дом целого; для этого стоит только все множители знаменателя 
перенести множителями в числитель, взяв их с отрицательными 


показателями. Например: 


За 1 З0р-2.- 
‚ без == За * #==346— 26-3. 


`Ьз 


Само собою разумеется, что такое преобразование данного вы- 
ражения в целое есть только изменение одного внешнего вида 
выражения, а не содержания его. 

257. Действия над степенями с отрицательными показате- 
лями. Убедимся теперь, что все действия над степенями с отри- 
цательными показателями можно производить по тем же пра- 
вилам, какие были прежде выведены для показателей положи- 
тельных. Достаточно обнаружить это только для умножения и 
возвышения в отецень, так как правила обратных действий — 
деления и извлечения корня — составляют простое следствие 
правил прямых действий — умножения и возвышения. 

Умножение. Предетонт показать, что при умножении сте- 
пеней показатели одинаковых букв складываются и в том слу- 
чае, когда эти показатели отрицательные. Например, убедимся, 


что: 
аа = = 5 


ц 
Действительно, заменив степени с отрицательными показа- 
телями дробями и произведя действие умножения по правилам, 


относящимся к дробям, получим: 


1 г |: 1 
ен = —5. 
ы ы 3 47. 43 р а 


Подобно этому: 
14.13 == 113 — 2 


так как 1 
1 2“ 

„ТЗ = --- +3 = == — = 1 

д ‘.т 5 т = : я 


Возвышение в степень. Надо показать, что при возвы-. 


шении в степень показатели этих степеней перемножаются и 
в том случае, когда они отрицательные. Например, убедимся, 


что . 
(423)—4*=0С 3.09 —=а1, 


Действительно: 

И 1 11 12 

{< 3) “(=== 1 т“ . 
(=) 
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Подобно этому: 
(13)-4 —= 1 2, 
дотому что 
1 


_ 1 _ 
(223) “= сви = ва == 1. 


Примеры. 

1) (34-26 -3) (0,8ар- 34) = 2,4а 17 1с. 

2) (21/32): (523-223) =1/ д -Зуза-т. 

3) (2453) 2—2 26. 

3) у д оу (у = — а -у а. 
5) (аз (а )=а4— 6. 

ОЗЕР 


Глава вторая. 


Дробные показатели. 


258. В каком смысле употребляются дробные показатели. 
Мы видели (8 168, 6), что при извлечении корня из степени де- 
лят показатель степени на показатель корня, если такое деле- 
ние выполнется нацело; например: У 44 == а?, }/2°=5 и т. п. 
Условимся теперь распространить это правило и на те случаи, 
когда показатель степени не делится нацело на показатель корня. 
Например, мы условимся принимать, что 


| - 


| О] 
| 


Иа=а; УИз=а; 8—8 


3 


Вообще мы условимся, что выражение а’ означает корень, 
показатель которою есть знаменатель, а показатель подкорен- 


н010 числа — числитель дробнозо показателя (т. е. Иа”). 

Условимся еще допускать и отрицательные дробные показа- 
тели в том же смысле, в каком мы допустили отрицательные 
целые показатели; например, условимся, что 


1) Замечание. Дробные показатели были введены в алгебру главным 
©бразом голландским инженером Симоном Стевином в начале ХУП стозетия 
Позднее, в конце ХУП столетия, Оксфордский профессор Джон Валлие ввей 
в употребление отрицательные показалели. 


15+ 215 


259. Основное свойство дробного показателя. Беличина сте- 
пени с дробным показателем не изменится, если мы умножим 
или разделим на одно и то же число (отличное от нуля) чис- 
‚литель и знаменатель дробною показателя. Так: 


9 
в 


4 2 
5 


—- 4 —03. 


4..; Я 
Вообще 


т тр 
т [3 Е "г. 


Действительно, знаменатель дробного показателя означает по- 
‘казатель корня, а числитель его означает показатель подкорен- 
ного выражения, а такие показатели, как мы видели (3 202), 
‘можно умножать и делить на одно и то же число. 

Основываясь на этом свойстве, мы можем преобразовывать 
дробный показатель совершенно так же, как и обыкновенную дробь; 
например, мы можем сокрашать дробный показатель, или при- 
водить несколько дробных показателей к одному знаменателю. 

260. Действия над степенями с дробными показателями. 
Предстоит показать, что к дробным показателям применимы пра- 
вила, выведенные раньше для целых показателей. Это достаточно 
обнаружить только для умножения и возвышения в степень, 
так как правила деления и извлечения корня составляют след- 
ствие правил умножения и возвышения в степень. 

Умножение. Докажем, что при умножении показатели 
степеней одинаковых букв складываются и тогда, когда эти по- 
казатели дробные. Например, убедимся. что 


<:| 1? 


4 2 4 10-18 22 
5 3 + В 15 


а’- а” =а = а —а4 °. 


Для этого изобразим степени с дробными показателями в виде 
радикалов и произведем умножение по правилу умножения ра- 
дикалов (8 205, 6): 


3.— 5,/— 15; 15/ 15.- Е 
, у ; р т - 
ра? - р “= 40. ра==у а —аб 


к. 


Результат получился тот самый, какой мы получили после 
сложения показателей; значит, правило о сложении показателей 
(при умножении) можно применять и для дробных показателей. 

Таким образом: 


1 и 1 1 > 
з Е зРз в 
а а =а =—= ; 
т 2 т фр тат 
— =. “о ых Ван В 
а"-ч=а =а ”" , 
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Возвышение в степень. Докажем, что при возвыще- 
нии степени в степень показатели этих степеней можно пере- 
множить и тогда, когда эти показатели дробные. Напр., убе- 


лимея. что 


Действительно, заменив радикалами степени с дробными 


показателями получим: 
5 5 . 
д 15 8 


ИИ=} =И ИИ а. 


Если показатели не только дробные числа, но и отрица- 
тельные, То и тогда к ним можно применять правила, доказан- 
ные оаньше для положительных показателей. Нэпр.: 


т ? ‹ тур. 
о +) 
а [а Е —=а — 
т и т р 
з Ч + 
а (4 
(р _ т —.Р 
С + ( =). 


261. Примеры на действия с дробными и отрицательными 
показателями. 


Е о ИИ 
—а—в—е--? 5 аб 2} 6с. 


1. 
С т 


- $ и 
‹ЗЬ 3 = 


Глава третья. 


Некоторые свойства степени с рациональным 
показателем. 
262. Допустим, что в степени а= основание а есть какое- 


нибудь положительное число, большее или меньшее 1, 
3 показатель т любое рациональное число, положительное или 
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отрицательное, целое или дробное. Кроме того предположим, 
что когда х есть какая-нибудь дробь, напр., 3/., т.е. когда сте- 
пень а“ предотавляет собою радикал аз, то из возможных 
значений этого радикала мы берзм только одно арифметическое, 
т. е. положительное. 

При этих условиях степень а? обладает следующими свой. 
ствами: 

а) При всяком значения фациональноо показателя х степень 
@* есть число положительное. 

Действительно, если х есть целое положительное чиело, 
напр. 3, то а представляет собой произведение ааа положи- 
тельных чисел, и потому оно положительно. 

Если х есть положительная дробь, напр. 3/„ то 4? означает 
И аз, а мы условились из всех значений радикала брать только 
положительное. 

Если х есть отрицательное число, напр.— 3/,, то 


и потому а*>0, так как ва*>0. 

Наконец, если т=—0, 10 47 ==0а°==1, т.е. тоже есть число 
положительное. 

6) Если а>1, то при положительных значениях ж степень 
а" больше 1, а при отрицательных — меньше 1. Если же а<1 
270, наоборот, а*<31 при х>ди а>1 при < 0. 

Действительно, если х есть целое положительное число, 
напр. 3, то тогда а?=а3==ааеа. Очевидно, что если «> 1, то 
ааа > Ъ, а если «< 1, то ааа< 1. 

Если х есть положительная дробь, напр. 3/, то тогда а2== 


з 
= а* — Иа Если «> 1, то @>ь а, вели а<ь, то из< 1. Но 


тогда в ‚первом случае из> ит т. е. >, & во втором 


случае Из< иг т.е. у 43 «1. 
Наконец, если х есть отрицательное число, напр. — 2, то тогда 


аа =1, и так как а?>1при а>1на?<1 при а< 1, то: 
а 
<! при а>! ду! приа< 1. 
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в) При возрастании показателя ® степень а? возрастает, если 
а> 1 и убывает, если а < 1. 

Пусть 5 имеет какое-нибудь определенное значение, напр. 
р==3. Тогда степень а? будет равна а3. Увеличим теперь х на 
какое-нибудь число, напр., вместо 3 возьмем 3,01. Тогда вместо 
а’ будем иметь а*°'. Чтобы узнать, какое из этих двух чисел 
больше, возьмем разность а” —а* и посмотрим, при каких 
условиях эта разность будет положительное число и при каких 


отрицательное. Разность эту можно представить так: 
а301 — а— аз (а —_ 1). 


Согласно свойству (а) число а3>>0; согласно свойству (6) 
число а” >11 при а>ти а"" «1 при а< 1. Следовательно, 
правая часть написанного равенства (значит, и его левая часть) 
при а>1 положительна, а при а<1 отрицательна. Поэтому 
в первом случае а” > 4%, а во втором а" < а“. 

г) Если ж стремится к сю, то при а>1 степень а” стре- 
нится также в со, а при а<1 она стремится к 0. 

Согласно свойству (в) при увеличении х степень а4® увели- 
чпвается, если а>>1, и уменьшается, если а<1. Теперь мы 
покажем, что, увеличиваясь при а>>1, число @0* может сделаться 
больше всякого числа, как бы велико оно ни было, а умень- 
шаясь при а<1, оно может сделаться меньше всякого положи- 
тельного числа, как бы мало оно ни было. Для этого примем 
во внимание, что показатель т, увеличиваясь неограниченно, 
проходит, между прочим, через ряд целых значений: 1, 2, 3, 4,... 
Тогда степень а” будет проходить через ряд таких значений: 


@, а2, а3, а*,... 


Ряд этот есть бесконечная Г. П. со знаменателем а. Если 
а>1, то эта прогрессия возрастающая, а если а<1, то она 
убывающая. Как мы видели (8 251,6), в первом случае член 
прогрессии, удаляясь от начала ряда, может превзойти всякое 
число, как бы велико оно ни было: а во втором случае член 
прогрессии может сделаться меньше всякого положительного 
числа, как бы мало оно ни было. Значит, когда х стремится к со, 
то степень а* тоже стремится к со, когда а>1, и степень а* 
стремится к 0, когда а<1. 

Таким образом, мы можем написать: 


42 =сю, если а>1; а®==0, если а< 1. 
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д) Еслы х стремится к — с, то степень ат стремится г | 
7ри в >1н копи ва<1. 

Показатель х, уменьшаясь неограниченно, проходит, мел. 1у 
прочим, ряд целых отрицательных значений: —1,— 2,— 3, — 4... 
Тогда степень а проходит ряд таких значений: 


т. е. 


а’ т ша" 
з 1 
Этот ряд есть бесконечная Г. П. со знаменателем =. Если. 


1 
а>1, то ит < 1, и тогда эта прогрессия убывающая, и потому 
член ее при неограниченном удалении от начала ряда стре- 


1 
мится к 0; если же а< 1, то в > 1, и тогда прогрессия воз» 


растающая и потому член ее, удаляясь от начала ряда, стре- 
мится К с. 
Таким образом, мы можем написать: 


а? =0, еелна>1; а ”== о», если а< 1. 


е) Если х стремится к нулю, то степень а” стремится 
к 1 (и при а>1 и пи а< 1). 

Если х стремится к 0, то 4 стремится к 47°. Но что пред- 
ставляет собой в этом случае выражение 493 До сего времени 
мы считали, что а°=1. Но считая так, мы предполагали (3 65), 
что выражение а означает частное от деления одинаковых 
степеней буквы а. Но теперь выражение 40 мы расематриваем 
иначе, а именно, как предел, к которому стремится степень 
=, когда показатель х стремится к нулю. Будет ли этот пре- 
дел 1, или нет, мы сейчас увидим. 

Возьмем какое-нибудь основание, большее 1, напр. 10, и до- 
пустим, что показатель х все уменьшается, напр. переходи* 
через такие значения: 


1111 т 
=, 4? в 16 ИТД. 


{мы выбрали эти значения, так как при них удобно вычислять 
значения степени). 
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Тогда: 


3] — 


1 < ” ИИ 
10 = И 109=3,162; 0% -=И в—}И И 10 = И 3,162 = 1,718; 
1 8 4 1 
103 = И Ивитв— 1,333; 108 —И 1,333 =1,15 1). 


Мы видим, что степень 10= все уменьшается, приближаясь 
все ближе и ближе к 1 (извлечение следующего корня квадрат- 
ного дало бы 1,07, дальше 1,03,...). 

Возьмем теперь основание, меньшее 1, напр. 1/», и пред- 
положим, что х попрежнему уменьшается, переходя через зна- 
чения 1/,, 1//, 3 и т. д. Тогда: 


НИТИ тив 
(55) 2 — 0 = = 10=0,3162; 


1 о ‘ 1 
(+ —=И5,3165 =0,562; (45) —И 6,5685 =—=0,15; 


1 [2 
Мы видим, что степень (45) все увеличивается, прибля- 


жаясь все ближе и ближе к 1 (дальнейшее извлечение корня 
дало бы 0,92, затем 0,96,...). 
Удовольствуемся этими двумя примерами и примем, что 


пред. а==1, если х-+0. 


Изложим строгое доказательство этого предложения, т.е. докажем, что, 
когда, х стремится к 0, абсолютная величина разности 1 — а” делается меньше 
любого данного положительного числа а. Предположии сначала, что а>1и 
что х, приближаясь к 0, проходит только подожительные значения. Возьмем 
бесконечную возрастающую Г. Па: 


аа), Иа% (4... а та)... 


Член такой прогрессии, при достаточном его удалении от начала ряда, мо- 
жет превзойти любое данное число. Значит, при некотором достаточно боль- 
шом я степень (1 -- 1)" превзойдет число а (как бы велико эго число ни было). 
Тогда: 

а<а- ау, 


откуда: 
1 


в ”. — 
Ич<И аа)”, теа” <14{ а. 


*) Корни эти можно найти обыкновенным извлеченизм, но можно их иолу- 
чить и из таблицы квадратных корней, приложенной в конце етой книги. 
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р 1 
Когда число х, приближаясь к 0, делается меньше дроби =» Тогда а? де. 
1 


зается меньше и” [согласно свойству (в)]; следовательно, тогда 
ат < 1-ра и, следовательно, 7 — 1 «а. 


А это означает, что пред. а® = 1, если $ —+ 0. 

Положим теперь, что щи @а> 1 показатель = стремится к 0, оставаясь 
отрицательным (напр., х переходит через значения — */», — 14, — 14 и т.д), 
Обозначив абсолютную величину отрицательного числа х буквою =, мы можем 
написать: 


Когда х стремится к 0, тогда и х’ стремится к 0, и потому степень ал, 


1 
стремится к--, 


по доказанному сейчас, стремится к 1; значит, тогда, дробь т 


ИХ 
т.е. к1. Таким образом, п в этом случае пред. 17 =1. 
Допустим, накопец, что о < 1. Возьмем тогда вспомогательное число а’, 


1 1 
обратное числу и, т. е. число “= >!. Тогда а=у и 


(+) в 
а =|— == 
[62 (г 


Так как а’> 1, то, по доказанному сейчас, (и) —» 1, когда 2—+ъ0; зна» 


1 
чит, р = 1. Итак, во всех случаях # —›1, если х—+0. 


Глава четвертая. 


Понятие об иррациснальном показателе. 


263. Выражению 4“, в котором а какое-нибудь иррациональ- 
ное число, придают смысл только тогда, когда оскование оте- 
пени а есть какое-нибудь положительное число, не равное 1. 
При этом могут представиться следующие 3 случая: 

а) а>1 и а положительное иррациональное число, напр. 
1012. 

Обозначим через а, любое рациональное приближенное зна- 
чение числа. а, взятое с недостатком, и через а, любое прибли- 
женное рациональное значение числа а, взятое с избытком. 
Тогда степень 4“ означает такое число, которое больше всякой 


степени а“, но меньше всякой стенени а*. Напр. 10"? означает 
такое число, которое больше каждого из чисел ряда: 


1.314 14112 


1 . , 
10'*, 107, то, 101, 
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в котором показатели — десятичные приолиженные значения у 2 
ззятые с недостатком, но меньше каждого из чисел ряда: 


10:”, 1057, 1015, 108, 


в котором показатели — десятичные приближения У’2, взятые 


‚ е избытком. 


Таким образом, если пррациональное чисто а заключено 
между двумя рациональными числами а и а@., То и стелень а“ 


заключена между степенями а“ и а”. 

6) аи а попрежнему положительное иррациональное 
число, напр. 0,572. 

Тогда под степенью а“ разумеют такое число, которое 
меньше всякой степени а“, но больше всякой степени а". Так, 
0,5" 2 есть число, меньшее каждого из чисел ряда: 

0,5", 0,511, 0,55“, 0,512... 
во больше каждого из чисел ряда: 
0,515, 0,512, 0,515, 0,51... 

в) а=1Е+ и а отрицательное пррациональное чиело: нэпр., 
10—У2, (1/.) Уз. 

Тогда выражению ‹“ придают тот же смысл, какой имеют 
степени с отрицательными рациональными показателями. Так: 
—у: 1 —и? 1 
10 — —; (1/») =_=. 

10" 3 (Ни 2 
При подробном расемотрении теории иррационаленых пока- 


зателей обнаруживается, что все свойства показателей рацио- 
нальных применимы и к показателям нррациональным; так: 


а” + ава +В; (2) —= а“. 


Равным образом все свойства этепеней с рациональными по- 
казателями, указанные нами в предыдущем параграфе, принад- 
лежат и степеням с иррациональными показателями. 


Глава патая. 


Показательная функция. 


264. Определение. Показательной называется функция у==а”, 
представляющая собою степень, У которой основание а есть 
постоянное положительное число, не равное 1, 
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а показатель х— переменное число, могущее принималь 
всевозможные значения, положительные и отрицательные, ць. 
лые и дробные, рациональные и иррациональные. При этом 
предполагается, что в том случае, когда х равен дроби и, следо. 
вательно, когда 4” означает радикал некоторой степени, то из 
всех значений радикала берется только одно арифметическое, 
т.е. положительное. 

Основание « предполагается не равным 1, так как при &=1 
степень 2" при всяком значении х равнялась бы 1, и тогда она 
не зависела бы от х. Основание а предполагается еще и поло- 
жительным, так как при а<0 степень а* для многих значе- 
ний тг не давала бы никакого вещественного числа. Напр., 
при «а=—4 и при х==1/, степень а4* обратилась бы в (— 4)*# — 
=И-4, что составляет мнимое выражение. 

Из того, что мы знаем о показателях степени, следует, что 
функция у==4? при всяком значении х возможна и имеег 
единственное значение (благодаря условию брать для ради- 
калов только арифметическое значение). 

Надо обратить еще внимание на то, что если показатель т 
изменяется очень немного, то и степень 4“ изменяется тоже не- 
много, и изменяется тем меньше, чем меньше изменение х. 
Напр., если х увеличим на какое-нибудь число а, то степень «* 
сделается 4“+“, и, следовательно, она изменится на разность 
471“ — (=, которую можно предетавить в виде произведения: 


Ча — ЧЕ (4—1). 


Когда а будет уменьшаться, приближаясь к нулю, тогда, как 
мы видели, число а“ стремится к 1, и, значит, разность а“— 1 
будет стремиться к нулю. Так как при этом число а” остается 
без изменения, то написаяное нами произведение, в котором 
множимое остается без изменения, а множитель стремится 
к нулю, тоже стремится к нулю. Но это произведение выра- 
жает разность “+1 — 42; значит, изменение степени а? может 
быть, при достаточно малом а, как угодно мало; другими сло- 
вами, функцня а при непрерывном изменении х изменяетс®. 
тоже непрерывно. 

265. График показательной функции. Построим графики 
следующих трех показательных функций; 


1 \= 
1 у=2; 2) у=(5)'; 3) уж. 
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Для построения графиков первых двух функций мы дадим 
переменному числу г ряд целых значений: 


—3,—2,—1,0, 1, 2, 8. 
При х=—= —3 мы получим. 
==; (5-)” =1: (5 1:5 =8 


23 85’ \2 > 8 
Подобно этому вычислим значения у и для всех остальных 
значений х. Добавим еще предельные значения при х=— сю 


и при 5= оо. Согласно свойствам (г) и (д), указанным в 8 262, 
мы будем иметь: 
— с 1\- с ПИ) 1\ со 
0; (5) ==; 2° ==, (5) —0. 

Для функции у=10* неудобно брать указанные значения 
числа 1, так как мы получили бы тогда для у такие болышие 
числа, которые на чертеже не умещаются (напр., при х=3 мы 
получили бы у== 103==1000). Для этой функции мы возьмем 
такие дробные значение (заключающиеся между —1и -- 1): - 


=—1— 3/4, — =, —1/л, 0, 1/4, 2/4, 3/4, 1. 
Соответствующие значения у вычислим в такой последова- 
тельности: й ИИ 
10“ —=/16=У Ито = 3168—1118; 
10** — 10**—= И 10==3,162 1). 


Далее, простым умножением и делением находим: 
10° = 10%“. 103 = 3,162 - 1,778 —5,62... 


и 1 __ 1000 ик 
10 ‘= в = тив = 0,56... 
—. 1 1000 
10 — зе — в —0.32.. 
> 1 100 
10 — 562 —— 562 — 0,17... 
Выпишем все найденные значения в следующих трех таблицах: 
1) у==2 : 
1 
= | —<<| возрастает — |2 | —| 0 | 1 | 2 | 3 | возрастает | ос 
| 
| О | возрастает | 4 | “4 1/2 1 | 2 | 4 8 | возрастает |--с° 


1) Эти корни можно найти и по таблице квадратных корней, приложенной 
в конце этой книги. 
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2) У= (1/,)= 


„= возрастает -3 |2 |1 0 | 1 2 | 3 | возрастает |+ 


| 
у + убывает р ИА | убывает 


8) и== 10? 


1 со 


—/ 1 | А возрастает 


возрастает 


— 0 | ыЛ 


ыы 


:= |-> 


10| возрастает | 0 


возрастает 


о 1 | т вв 5,62 


‚= 0 0,1 [бат 0,32 


{в последней таблице числа округлены). 
Нанеся эти значения 


на чертеж (кроме, ко- 
нечно, предельных) и про- 
ведя через полученные точ- 
ки непрерывные кризые, 
мы получим (черт. 61) три 
графика взятых функций 
(всего удобнее чертеж вы- 
полнить на миллиметровой 
бумаге, беря за единицу 
длины сантиметр). 

266. Свойства показа- 
тельной функции. Рассмат- 
ривая графики показатель- 
ных функций, мы видим 
на них в наглядном изобра- 
жении все те свойетва, сте- 
пени а*, которые были ука- 
заны ранее ($ 262). 

Так: 

1) При всяком оснований 
функция а? положительна 
{все кривые расположены выше оси х-ов). 

2) При а> 1 функция а:>>1, если х>0, и а*< 1, еслих< 0; 
при а<! заключения обратны. 
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3) При возрастании т до-- сю функция а” возрастает до о» 
если а>1, и убывает до 0, если а<1 (но никогда, однако, 
нуля не достигает). 

4) При убывании х До — о> функция а* убывает, стремясь к 0, 
если а>1, и возрастает до -р со, если а< 1. 

5) Если х==0, то а =1 при всяком а (все кривые проходят 
через одну и ту же точку, лежащую на оси у-ов на расстоянии 
от точки О на-- 1). 

6) При а>1 функция при возрастании г возрастает тем 
быстрее, чем больше а (кривая при а=10 поднимаетея вверх 
вначительно больше, чем при а =2). 
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ОТДЕЛ ДВЕНАДЦАТЫЙ. 
ЛОГАРИФМЫ. 


Глава первая. 


Общие свойства логарифмов, 


267. Два действия, обратные возвышению в степень. Возь- 
мем такне равенства: 


28—9.2.2—8; 22—72 =рР 322,333... 
о ЗОО ОА ЗОН ЗОНЕ 
” Лии ны = ой из уз _ 

И? _У? 14а т 
—уя= =-5 — 0,1767... 


Эти три примера выражают собою различные случаи дей- 
«твия, называемого возвышением в степень. В этом дей- 
ствии даются: основание степени (число 2) и показатель степени 
(числа 3, 3/, —2,5), а требуется найти самую степень (8; 2,823; 
0,1767). Посмотрим, какие есть действия, обратные возвыше- 
нию в степень. Таких действий можно указать следующие два: 

1) Пусть требуется узнать, какое число надо возвысить в сте- 
пень с показателем 3, чтобы получить число 12. Обозначив 
искомое Число буквою т, мы можем написать уравнение: 
13=12. Действие, посредством которого находится основание 5 
по данной степени и данному показателю ее, называется из- 
влечением корня; оно обозначается, как мы знаем, так: 


ы — 
= 12. 


2) Положим, надо узнать, какой показатель должен быть 
у степени, в которую надо возвысить основание 4, чтобы полу- 
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чтить 16. Обозначив искомый показатель буквою т, можем напи- 
сать уравнение: 4* —=16. Действие, посредством которого нахо- 
дится показатель отепени по данной степени и данному овно- 
ванию, называется нахождением логарифма данного 
числа (16) по данному основанию (4). В нашем примере х = 2, 
так как 42—16. 

Итак, возвышение в степень имеет два обратных действия. 
Поставим вопрос, различны ли эти действия? Ведь и для умно- 
жения можно усмотреть два обратных действия: первое — нахо- 
ждение множимого по данным произведению и множителю, вто- 
рое — нахождение множителя по данным произведению и множи- 
мому. Однако действия эти рассматриваются не как различные, 
& как одно и то же действие, называемое делением. Причина слия- 
ния этих двух обратных действий в одно заключается в переме- 
стительном свойстве умножения, по которому произведение не 
меняется от перемены мест множимого и множителя. В таком же 
положении находится и сложение (2 слагаемых); этому дей- 
ствию также можно указать два обратных действия — нахожде- 
ние неизвестного числа (1-го слагаемого), к которому надо при- 
бавить данное число (2-е слагаемое), чтобы получить данную 
сумму; другое — нахождение неизвестного числа (3-го слагаемого), 
которое надо прибавить к данному чиелу (к 1-му еслагаемому), 
чтобы получить данную сумму. Однако эти два действия рас- 
сматриваются как одно, называемое вычитанием, вследствие того, 
что сложение обладает переместительным свойством, по кото- 
,му сумма не зависит от порядка слагаемых. Если бы это 
войство принадлежало также п возвышению в степень, то тогда, 
’ два указанных выше обратных действия составляли бы в сущ: 
‚ юти одно. Но возвышение в степень не обладает свойством 
'зреместительности; напр., 23 не равно 37, 10? не равно 210 ит. д. 
“следствие этого нахождение основания по данным показателю 
{ степени (извлечение корня) сушественно отличается от нахо- 
гления показателя по данным основанию и степени (нахождение 
'тарифма). 

Заметим, что последнее действие в элементарной алгебре 
Подробно не рассматривается; указываютея главным образом его 
Зрактические применения. 

268. Определение логарифма. Логарифмом данного 
Числа по данному основанию называется показа- 

ль степени, в которую надо возвысить это осно- 
ванне, чтобы получить данное число. 


| 
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Имея график логарифмической функции, мы можем при но‘ 
мощи его найти логарифм (приближенный) числа, помешающе- 
гося между взятыми для чертежа значениями т. Возьмем, напр., 
график функции у —=105,1 и найдем при его помощи 105,6. Для 
этого возьмем на чертеже абциссу, равную 8, и построим еоот- 
ветствующую ей ординату. Измерив эту ординату, найдем при- 
близительно 2,8; это и будет 105 6, 


Черт. 62. 


270. Свойства логарифмической функции. При раесмотрении 
начерченных графиков мы наглядно предотавляем себе следую- 
щие свойства логарифмов: 

1) Так как графики всецело расположены направо от оси 
у-ов, то отрицательные числа не имеют лоарифмов (вепомним, 
что при всяком значении х функция а’ положительна). 

2) Всякой положительной абсциссе соответствует своя опре- 
деленная ордината; значит, всякое положительное число имеет 
лоарифм. 

3) Все кривые пересекаются с осью х-ов в одной и той же 
точке, отстоящей от начала координат на -|-1. Это значит, что 
при всяком основании лоарифм единицы есть нуль (®=1). 

4) Когда в«>>1, то части кривых, соответствующие абециссам, 
меньшим 1, лежат в угле тОу, а части кривых, соответствую- 
щие абециссам, большим 1, расположены в угле хОу. Это зна- 
чит, что ирю основании, большем 1, лоарифмы чисел, меньших 1, 
отприцанельны, а лоарифмиы чисел, ббльших 1, положительны. Это 
вполне соответствует тому свойству показательной функини, 
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что при положительном значении т функция «” больше 1, а при 
отрицательном — меньше 1 (если а: 1. . 

При а< 1 (напр. для кривой у = ю05, 2) заключения про- 
тчвоположны этим. 

5) Лозарифм самого основания равен 1; так, на графике у= 10%, 5 
видно, что абсциссе 2 соответствует ордината 1; на других гра- 
фиках видно то же самое, 

6) При основании, большем 1, ветви кривых, расположенные 
ниже оси х-ов, при уменьшении абециесы от 1 до 0, приближа- 
ются к полуоси Оу’ как угодно близко, никогда, однако, ее не 
достигая, а ветви тех же кривых, расположенные выше оси 
х-ов, при возрастании т от 1 до | <>, поднимаются все выше 
и выше неограниченно. Это значит, что (при а`>1) с возраста- 
нием числа от 0 90 1 лоюрифм ею возрастает от — <> 
д0 0; с возрастанием числа от 1 до -- с лларифм ею возрастает 
от 1 90 - <>. Из этого между прочим следует, что большему 
числу соответствует больший лоарифм (при основании, мень- 
шем 1, заключение было бы обратное). 

271. Понятие о значении логарифмических таблиц. Различные 
числа можно выражать как степени однозо и то же числа, 
напр., как степени числа 10. Такие числа, как 10, 100, 1000... 
нли 0,1, 0,01, 0,001 и т. п., выражаются, как степени 10 очень 
просто: 10 = 101, 100 ==102, 1000 ==103,... 0,1 ==10`1, 0,01 =10_* 
0,001 =10`3 и т. п. Другие чиела выразить степенью 10 за- 
труднительно. Так, если требуется найти показатель степени, 
‚в которую нужно возвысить 190, чтобы получить чиело 5, то мы 
можем только сказать, что искомый показатель больше 0, но 
меньше 1,.так как 108-—1, что меньше Б, а 101 =10, что больше 
`5; значит, показатель степени, в которую надо возвысить 10 
для полученпя 5, должен быть некоторая положительная дробь 
меньшая 1. Мы можем даже сказать, что эта дробь больше 


1, но меньше 3/,, так как 10'*-=}/10—3,162, что меньше 5, 


12, 


‘а 10 =; 108= ’1000-—} р’ 1006—И 81,68 =5,62, что больше 5. 
Но найти точно показатель х, чтобы 10°=5, очень затрудни- 
тельно. Есть отделы математики, в которых указываются спо- 
собы, как можно для всякого данного числа № найти такой по- 
казатель х, при котором етепень 10* или в точности равняется №, 
или отличается от этого числа как угодно мало. Ученые, поль- 
зуясь этими способами, составили так называемые логариф- 
мические таблицы, в котооых помешены различные числа 
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1 0Ж0ЛО КаЖДОтО етих Чисел указая показатель стелени (лог, 

рифу), в которую надо возвыенть 19, Чтобы ПОДУЧИТЬ 910 ЧИСЛО, 

Разъяеним, дя какой цели могут служить такие табхищы, 
Пусть требуется вызиелить чело 2 по форжуле: 


Павлекать корень 5-й стелени мы во учееу, В подобных гу 
Чаях Нам могут помочь логарифиичвекие таблицы, Нахолну 
ВХ таблицах чиело 40 и около него логерифы этого чиела, 
Пуетк это будет 16.,, Это ЗНАЧИТ, 910 


Ч 
40=10 , 
Е СЛеДОВАТелЛЬНО, 


г 
ув 41= у К 

Так вак при извлечевни корня из стетени показатель и 
коренного чнела (кокой бы он ня был) делится на покалател 
корея, 


О-В 
у 49=| № 

Теперь в тех же таблицах в отолбще логерифиов находя 
0,32 К ОКОЛО Него соответотвующее число, пусть это будет, по" 
дожим, 209... то ибудет приближениое значение 

1 

Мы воре узпдих, что логарифиичесвие табляцы во жносяе 
дух позволяют производить такие действия над числами 
которые 6ез таблиц мы ния созсех не уогли бы выподвить (в ‹ 
3 прихере, только что указанном, пл но выпознение который 
потребовалось бы очень хного времени, 

Теперь нах предотолиг озвавоудтьел, во-перанх, © тем, за 
пре совершении какого-либо действия над давныхи чела 
можно найти лотаряфы искомого чиела при помощи с 
Хов Этих Данных члов (взятых из таблиц) и, во-вторых, ы 
Найдя такой догарифы, отыскать по нему з таблицах вони 
ЧИСЛО, 

210, Нахождение догарифиа произведения, частного, стелени 
и корня, а) Пусть требуется сделать умножение: 


91846, 


2 


Попробуем выполнить это действие посредством логарифиов. 
Кейдем в таблицах логарифиы чиоел 375 п 45,2, Пуеть она 
вуду ТИ к 16551 (10 оокованню 10}, Это значит, что 


155 


1462=10°. 


71 


8=10 


Е следовательно, 
С 


О, 


Так как при умножении степеней одного и того же числа 
показатели стих степеней складызаютея (какие бы ки быдН эт 
повазмели), то 


918.152 =10 


НИ _ 5 
ЗНАЧИТ, погерифи произведения 377,45,2 воть чнело 4,2396, 
Получивиевся от езожения логарефнов данных сомножителей 
[по эгому погарифиу в таблицах найдем и еамо произведение), 
Положим вообще, зто №; и Х, будут два чиол, воторых про- 
ведение требуется вычлелить, Пусть мы нашли в таблицах 
потарифиы этих чисел а, ил, Офенование этих логарифмов 
зожет быть чело 10, но может Оыть и какое-нибудь другое 
зело, котор мы обозначим а. Тогда мы будех иметь равев- 
В; 
Деев, М = еде 


п, Мат, 


Отеяда видно, чт (УХ) = 
51 5; значи 


уме НЕХ, 


те лари произведения (по какому угодно основанию) ровен 
уние лиоримов сонножителей (взятых по тому же основании). 

Заключение это остается верным и тогда, когда сомножи. 
‘лей будет более 2, так как при умножении столеней одного 
ИТОГО Же числа показатели дх складываются п тогда, житла 
НХ отеленей будет белее 2, 

6) Положи, надо одьлать деление 


567:26.3 


№ п-т ма, 


Найдем в таблицах лотарафуы этих чиеел (напр, по осно» 


Мынню 10). Пусть зб == 2,5 и 1263 == 1,49, Тогда: 
_ Я :й 
96 =10 И = ' 
лот м за - и 
{дедовательно, 5697;263==10 = =10°. 


9 


Отсюда видно, что логарифм частного 5637:26,3 есть число 
2,331, получившееся от вычитания логарифма делителя из лога. 
рифма делимого. 

Вообще, если 

№, = а" и М, = 4, 
то 
№, : №, аа” = а” 


и следовательно, 
108 (№: №,) =, — т.==108 №, — 108 №., 


т. е. л0оарифм частною равен лозарифму делимозо без лоюрифма 
делителя. 

Так как всякая дробь есть частное от деления числителя на 
знаменатель, то лоюрифм дроби равен лоарифму числителя без 
чозарифма знаменателя. Напр.: 


—105 2 — 105 3; 104 24 — В — юы 11 — 05 4; 


63] > 


]0° 
]05 0,6 =1ю8 6 — 105 10. 
в) Если №М==а", то №" —=(49)"== а”; следовательно: 
102 (№) = их = и 10е М, 


т е. лолрифм степенч равен показателю этоц степенц, умножен- 
нэму на лозарифи возвьыиаемою числа. 


Напр.: 10 (15,3) == 2105 15,3; 1053 “==— 21013. 
1 
Г) Так как /УМ№М-==М”, то, применяя правило о логарифме 
степени, полхзим; 
1 


— 2 1 _ и№ 
1087’ М==105 №" =-„198 М == и 


у 


? 


т. е. лозарифм корня равен лозарифму подкореннозо' числа, делен- 
ному на показатель корня. 

273. Логарифмирование алгебраического выражения. Лога- 
рифмировать алгебраическое выражение значит выразить лога- 
рифм его посредством логарифмов отдельных чисел, составляю- 
щих это выражение. Выводы предыдущего параграфа позволяют 
это сделать в примененни вк произведению, частному, степени 
и дроби. Напр.: 


25.7 
1) № РАМЫ —= 106 (2,5-13) — 10% 0,28 = 105 2,5 {- 105 11 — 10& 0,28 = 


0,28 
==108 2,5 -- 3 05 7 — 105 0,38. 
236 


==105 (5ахг) — 105 И 3= 


— 10% 5-- 10% а 10 т—1/, ю% 8. 


2) ва 


Вис 
из 


3) 10& (3/57) = 3 ю& ч-- 1], (105 5 -|-10% 2) == 
—3 105 а--1/, шк 5-—-',, 10а х, 

274. Замечания. а) Если в выражении, которое требуется вы- 
числить, ветречаетея сумма или разность чисел, то их надо на- 
ходить без помощи таблиц обыкновенным сложением или вычи- 
танием. Напр.: 

1ох (35 7,24) 5 108 (35 -| 1,24) =5105 42,24. 
6) Умея логарифмировать выражения, мы можем, обратно, по 


данному результату логарифмирования найти то выражение, 
от которого получился этот результат; так, если 


102 х=а-- 13 @ — 3 105 с, 


то легко сообразить, что 


аъ 
— в. 


в) Прежде чем перейти к расемотрению устройства логариф- 
мических таблиц, мы укажем некоторые овойства десятич- 
ных логарифмов, т. е. таких, в которых за основание при- 
нято число 10 (только такие логарифмы употребляются для вы- 
числений). 


Глава вторая. 


Свойства десятичных логарифмов. 


275.а) Так как 10! = 10, 1.0? == 100, 103 — 1000, 104 = 10000 ит. д., 
то 108 10=1, 108 100 =2, 105 1000 =3, 10 10000 =4, и т. д. 

Значит, логарифм целозо числа, изображаемозо единицею с ну- 
ями, есть целое положительное число, содержащее столько еди- 
ини, сколько нулей в изображении числа. 

Таким образом: 105 100000 ==5, 105 1000 000 =6, и т. д. 

6) Так как 

10—11 о\!; 10-2 — Пао; 


10 — о 
10 3— р — 0,001; 10`“—0,0001 ит. д., 
То: 
№0 0,1 =— 1; 1050,01=—2; 100,001 ==—3; 108 0,0001 == — 4, 


ит. д. 


й 
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Значит, лоприфм десятичной дроби, изображаемой единицен 
с предшествующими нулями, есть целое отрицательное число 
содержащее столько отрицательных единиц, сколько нулей в изо. 
бражении дроби, считая в том числе и 0 целых. 

Таким образом: од 0,00001 —=—5, 105 0,000001 == —6, и т. Д, 

в) Возьмем целое число, не изображаемое единицею с нулями, 
напр. 35, или целое число с дробью, напр. 10,7. Логарифх 
такого числа не может быть целым числом, так как, возвысив 
10 в степень с целым показателем (положительным или отри- 
цательным), мы получим 1 с нулями (следующими за 1, или 
ей предшествующими). Предположим теперь, что логарифи 


такого числа есть какая-нибудь дробь 5. Тогда мы имели бы 
равенства: | 


—=25; И10“ ==35; 104 = 358; 
или 


Г. — 
105 == 10,7; И 107 = 10,7; 104 — 10,15. 


Но эти равенства невозможны, так как 10° есть 1 с нулями, 
тогда как степени 35° и 10,1 ни при каком показателе Ь не 
могут дать 1 с нулями. Значит, нельзя допустить, чтобы 105 35 
и 10510,71 были равны дробям. Но из свойств логарифмической 
функции мы знаем (5$ 270, 2), что всякое положительное число 
имеет логарифм; следовательно, каждое из чисел 35 и 10,7 имеет 
свой логарифм, и так как он не может быть ни числом целым, 
ни числом дробным, то он есть число иррациональное и, 
следовательно, не может быть выражен точно посредетвом цифр. 
Обыкновенно иррациональные логарифмы выражают прибли- 
женно в виде десятичной дроби © несколькими десятичными 
знаками. Целое число этой дроби (хотя бы это было „0 целых“) 
называется характеристикой, а дробная часть — мантис- 
сой логарифмиа. Если, напр., логарифм есть 1,5141, то характе- 
ристика его равна 1, а мантисса есть 0,5441. 

г) Возьмем какое-нибудь целое или смешанное чиело, напр. 
623 или 623,57. Логарифм такого числа состоит из характери- 
стики и мантиссы. Оказывается, что десятичные логарифмы 
обладают тем удобством, что тарактеристиву чт мы вседа мо- 
жем найти по одному виду числа. Для этого сосчитаем, сколько 
цифр в данном целом числе, или в целой части смешанного 
числа. В наших примерах этих цифр 3. Поэтому каждое из 
чисел 623 и 623,57 больше 100, но меньше 1000; значит, и л0- 
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гарифм каждого‘из них больше 105 100, т. е. больше 


2, но 


уеньше 105 1000, т. е. меньше 3 (вспомним, что большее число 


имеет и больший логарифм). Следовательно, 105 623 =23,.. 


..и 


10< 623,57==2,.... (точки заменяют собою неизвестные мантиссы). 


Подобно этому найдем: 


10<5671 < 100 1000 < 8634 < 10000 
1< 10556,72 3 < 105 8634 «4 
}08 56,1 =1,.... 108 3684 =3,.... 


Пусть вообще в данном целом числе, или в цзлой части данного смешанного 
числа, содержится т цифр. Так как самое малое целое число, содержащее ж 
цифр, есть 1 с › —1 нулями на конце, то (обозначая данное число №) можем 


записать неравенства; 


ш — 1 нулей з» нулей 
———— ————— ‚ 
1000...0%<Х<...0 
и следовательно, 
ОО А 
и потому . 
ю% М =(т — 1) -- положительная дробь. 
Значит, характеристика 10% № = т — 1. 


Мы видим таким образом, что характеристика лоарифма це- 
юю или смешанною числа содержит столжо положитемлных 


единиц, сколько цифр в целой части числа без одной. 


Заметив это, мы можем прямо писать: 105 71,205 =0,....} 


]08 83 =1,...; 109 120,1 =2,.... ИТ. п. 


д) Возьмем несколько десятичных дробей, меньших 1 (т. е. 


ниеющих 0 целых): 0,35; 0,07; 0,0056; 0,0008, и т. п. 


Очевидно, что Следовательно 
0,1< 0,35 <! —1< 1080,35 < 
0,01 < 0,07 < 0,1 —2< 108 0,07 <— 
0,001 << 0,0056 < 0,01 — 3105 0,0056 < — 
0,0001 < 0,0008 < 0,001 | —1< 10$ 0,0008 < — 


о 
1 
2 
3 


Таким образом, каждый из этих логарифмов заключен между 
двумя целыми отрицательными числами, различающимися на 
одну единицу; поэтому каждый из них равен меньшему из этих 
отрицательных чисел, увеличенному на некоторую ноложитель- 


ную дробь. Напр., 1050,0056= —3-- положительная 
Предположим, что эта дробь будет 0,1482. Тогда, значит: 


105 0,0056 = —3-- 0,1432 (==— 2,2515). 


дробь. 
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Такие суммы, как — 3. 0,7482, состоящие из целого отри- 
цательного числа и положительной десятичной дроби, услови- 
лись при логарифмических вычислениях писать сокращенно 
так: 3,1482 1), Т. е. ставят знак минус над характеристикой 
с целью показать, что он относитея только к этой характери- 
стике, а не к мантиссе, которая остается положительной. Таким 
образом, из приведенной выше таблички видно, что 


108 0,35 =1,....; 108 0,07 =2,....; 109 0,0008 =,.... 
т нулей 


—, 
Пусть вообще -.1 -= 0,000....0а8... ссть десятичная дробь. у которой перех 
первой значащей цифрой а стоит 9» нулей, считая в том числе и О целых, 
Тогда, очевидно, что 


тт нулей т — 1 нулей 
———_ —щ———Щы===— 
0,000....01 < А < 0,000....01... 
зп кулей 11 — {1 нулей 


м=—=—— Б—— 
Следовательно, 105 0,000...01 < 108 А < 10а 0,000...01, 
т. е. 
—тх ах —т— 1. 


Так как из двух целых чисел: —2и и — (м —1) меньшее есть — я, то 
108 А == — * + положительная дробь, 
и потому характеристика 105 А = — т (при положительной мантнссе). 


Таким образом, характеристика лоарифма десятичной дроби, 
меньшей 1, содержит в себе столько отрицательных единиц, 
сколько нулей в изображении деслтичной дроби перед первой зна- 
чацей цифрой, считая в том числе ч нуль целых; мантисса же 
такою лоарифиа положительна. 

е) Умножим какое-нибудь число М (целое яли дробное — все 
равно) на 10, на 100 на 1000..., вообще на, 1 с нулями. Посмотрим, как 
от этого изменится 105 №. Так как логарифм произведения равен 
сумме логарифмов сомножителей, то 


108 (№. 10) = 106 М-- 105 10 =105 М-- 1; 
105 (№.100) =105 М-10х 100 =108 М2; 
105 (№: 1000) =1ю5 М№-- 105 1000 =108 М-Ез, и т. д. 
Когда к М мы прибавляем какое-нибудь целое чиело, то 


это число мы может всегда прибавлять к характеристике, а не 
к мантиссе. Так, если 105 №==2,1804, то 2,7804 | 13,1804; 


2,1804 1-2 =4,7804 ит. п.; или если 108 №=3,5649, то 3,5649 +- 
"1 =2,5619- 3 5649 -1-2 —1,5649, и т. п. Поэтому: 
*) Такое число читается; 3 с минусом, 7152 десятитысячных. 
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От умножения числа на 10, 102, 1000,.-, вообще ча 1 с ну- 
лямиц, мантисса ловрифма не изменяется, а характеристкка 
увеличивается на столько единиц, сколько нулей во множителе. 

Подобно этому, приняв во внимание, что логарифм частного 
равен логарифму делимого без логарифма делителя, мы получим: 


105 М— №8 10 = 105 М— 1; 
Ч 


х 
105 100 = 108 № — 105 100 =10 М— 2; 


1 — шй № — 10а 1000 =10# М— 3, ит. п. 


м 
0 

1000 

Если условимся при вычитании целого числа из логарифма 
вычитать это целое число всегда из характеристики, а мантиссу 
оставлять без изменения, то можно сказать: 

От деления числа на 1 с нулями мантисса лоаарифма не из- 
меняется, а характеристика уменошается на столько единиц, 
сколько нулей в делителе. 

276. Следствия. Из свойства (е) можно вывести следующие 
два следствия: а) {антисса лоарифма десятичнозо числа не изме- 
няется от перенесения в числе запятой, потому что перенесение 
запятой равносильно умножению или делению на 10, 100, 1000 
и т. д. Таким образом, логарифмы чисел: 


0,00423, 0,0423, 4,28, 423 


отличаются только характеристиками, но не мантиссами (при 
условии, что все мантиесы положителены). 

6) Мантиссы чисел, имеющих одну и ту же значащую часть, 
но отличающихся только нуллмы на конце, одинаковы: так, по- 
гарифмы чисел: 23, 230, 2300, 23000 отличаются только характе- 
ристиками. 

Замечание. Из указанных свойств десятичных логарифмов 
видно, что характеристику логарифма целого чисЯа и десятич- 
ной дроби мы можем находить без помощи таблиц {в этом за- 
ключаетея большое удобетво десятичных логарифмов); велед- 
ствие этого в логарифмических таблицах помещаются только 
одни мантиссы; кроме того, так как нахождение логарифмов 
дробей сводится к нахождению логарифмов целых чисел (лога- 
рифм дроби == логарифму чнелителя без логарифма знаменателя), 
то в таблицах помещаются мантиссы логарифмов только целых 
чисел, 
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Глава третья, 


Устройство и употребление четырехзначных таблиц. 


277. Системы логарифмов. Системою логарифмов называется 
совокупность логарифмов, вычисленных для ряда последова- 
тельных целых чисел по одному и тому же основанию. Употре- 
бительны две системы: система обыкновенных или деся- 
тичных логарифмов, в которых за основание взято число 10, 
и система так называемых натуральных логарифмов, в ко- 
торых за основание (по некоторым причинам, которые уясняются 
в других отделах математики) взято иррациональное чиело 
2,1132818... Для вычислений употребляются десятичные лога- 
рифмы, веледетвие тех удобетв, которые были нами указаны, 
когда мы перечисляли свойства таких логарифмов. 

Натуральные логарифмы называются также Неперовыми 
по имени изобретателя логарифмов, шотландского математика, 
Непера (1550—1617 гг.), а десятичные логарифмы — Бригго- 
выми по имени профессора Брина (современника и друга 
Непера), впервые составившего таблицы этих логарифмов 1). 

278. Преобразование отрицательного логарифма в такой, 
у которого мантисса положительна, и обратное преобразование. 
Мы видели, что логарифмы чнеел, меньших 1, отрицательны. 
Значит, они состоят из отрицательной характеристики и отри- 
цательной мантиссы. Такие логарифмы веегда можно преобра- 
зовать так, что у них мантиеса будет положительная, а хара- 
ктеристика останется отрицательной. Для этого доетаточно 
прибавить к мантиссе положительную еднницу, а к характе- 
ристике — отрицательную (от чего, конечно, величина логарифма 
не изменится). Если, напр., мы имеем логарифм — 2,0873, то 
можно написать: 


— 2,0878 =; —2—1--1-—0,0873 = -— (24-0 -- а — 0,0878) = 
—=— 3-1 0,9127, 


*) Должно однако заметить, что Неперовы логарифмы не тождественны 
натуральным, & только связаны с ними некоторым соотношением. Впервые 
натуральные зогорифмиы были введены после смерти Ненера в 1619 г. учсетелем 
математики в Лондоне, Хржоном Сиейделел. В следующем, 1620, году швейцарец 
Бюрги опубликовал свон таблицы, составленные им независимо от Непера. 

Заметим, что в 1914 году исполнилось трехсотлетие изобретения логариф- 
мов, так как таблицы Непера были им опубаиковаты в 1614 году (под названиех 
„Мннйее дат тогат синонз Чезетрьйю”). 
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или сокращенно: 
а _ 
— 2,0818 = — 2,0873 = 8,9151. 


Обратно, всякий логарифм се отрицательной характеристикой 
и положительной мантивсой можно превратить в отрицательный. 
Для этого достаточно к положительной мантиссе приложить 
отрицательную единицу, а к отрицательной характеристике — 
положительную 1): так, можно написать: 


1-1 
71,3302 == 1,8302 — — 6,1698. 


279. Описание четырехзначных таблиц. Для решения боль- 
шинства практических задач вполне достаточны четырехзнач- 
ные таблицы, обращение с которыми весьма просто 2). Таблицы 
эти (с надписью на верху пх „логарифмы“) помещены в конце 
этой книги, а небольшая часть их (для объяснения расположе- 
ния) напечатана на этой странице. В них еодержатся мантиесы 


Логарифмы. 
| 0 | 112 ].3 | а 
56 | 6990 | 6998 7016] 1034 7038 7042 | 7050 7059 7067 |1 23 


70761 7084 7101 | 1110 | 15| 7126] 7135 | 7143 | 7152 


1243 1 7251 126717215 | 1284 | 12931 7300 | 7308 | 7316 
7324] 7332 7343 | 7356 | 7364 | 7373 | 7350 | 7388 | 7396 


1 
7160 | 7168 7185 | 7193 | 7202 | 121017218 | 7226 | 7235] 1 
1 
1 


) Для выполнения этих преобразовании приходится прибавить -- 1 и -—1— 
одно из этих чисел к характеристике, а другое к мантиссе. Чтобы не оши- 
биться, к чему прибавить |1 и к чему —1, полезно всегда обращать внимание 
на мачтиссу заданного логарифма и рассуждаль так: пусть в заданном лога- 
рифме мантисса отрицательна, а надо ее сделать положительной; тогда к ней, 
конечно, следует прибавить | 1, а потому к характеристике надо прибавить —1; 
пусть в заданном догарнёме мантисса будет положительна, а надо ее сделать 
стрицательной (весь зогарифм должен быть отрицательный). тогда к ней сле- 
дует добавить — Ъ, а, следовательно, к характеристике -|- 1. 

1) В случаях, требующих большой точности, пользуются пятизначными 
таблицами и иногда семизначными (напр. „Логарифмически-тригонометрическое 
руководство“ бар. Георга Вега). Способ пользования такими таблицами объяснен 
во введении к ним, 


303 


логарифмов всех целых чисел от { до 9999 включительно, вы- 
численные с четырьмя десятичными знаками, причем послед- 
ний из этих знаков увеличен на 1 во всех тех случаях, когда 
5-й десятичный знак должен был бы оказаться 5 или более 5; 
следовательно, 4-значные таблицы дают приближенные мантиссы 
с точностью до 1/, десятитысячной доли (с недостатком или 
с избытком). 

Так как характеристику логарифма целого числа или деся- 
тичной дроби мы можем, на основании свойств десятичных 
логарифмов, проставить непосредственно, то из таблиц мы 
должны взять только мантиесы; при этом надо вепомнить, что 
положение запятой в десятичном чиеле, а также число нулей,, 
стоящих в конце числа, не имеют влняния на величину ман- 
тисеы. Поэтому при нахождении мантиссы по данному числу! 
мы отбрасываем в этом числе запятую, а также и нули на! 
конце его, если таковые есть, и находим мантиесу образовав- 
шегося после этого целого числа. При этом могут представиться 
следующие случаи. | 

1) Целое число состоит из 3-х ци фу. Напр., пусть надо найти 
мантиссу логарифма числа 536. Первые две цифры этого чиела, 
т. е. 53, находим в таблицах в первом слева вертикальном 
столбце (см. таблицу, напечатанную на предыдущей странице). 
Найдя число 53, продвигаемся от него по горизонтальной 
строке вправо до пересечения этой строчки с вертикальным 
столбцом, проходящим через ту из цифр о, 1, 2, 3,... 9, постав- 
ленных наверху (и внизу) таблицы, которая представляет собою, 
3-ю цифру данного числа, т. е. в нашем примере цифру 6.. 
В пересечении получим мантиссу 7292 (т. е. 0,7292), принадле-! 
жащую логарифму числа 536. Подобно этому для числа 508; 
найдем мантиссу 0,7059, для числа 500 найдем 0,6990 н т. п. 

2) Целое число состоцт из 2-5 или из 1-й цифры. Тогда мы- 
сленно приписываем к этому числу один или два нуля и на- 
ходим мантиссу для образовавшегося таким образом трехзнач- 
ного числа. Напр., к числу 51 приписываем один нуль, от чего 
получаем 510 и находим мантиссу 7076; к числу 5 приписываем 
2 нуля и находим мантиссу 6990 и т. д. 

3) Целое число выражается 4 цифрами. Напр., надо найти 
мантисосу 105 5436. Тогда сначала находим в таблицах, как было 
сейчас указано, мантиссу для числа, изображенного первыми 
3-мя цифрами данного числа, т. е. для 543 (эта мантисса будет 
1348); затем продвигаемся от найденной мантиссы по горизон- 
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тальной строке направо (в правую часть 1а0тицы, раеположен“ 
ную за жирной вертикальной чертой) до пересечения с верти- 
кальным столбцом, проходящим через ту из цифр: 1, 2 3,... ®, 
стоящих на верху (и в низу) этой части таблицы, которая пред- 
ставляет собою 4-ю цифру данного числа, Т. е. в нашем при- 
мере цифру 6. В пересечении находим поправку (число 5). 
которую надо прнложить в уме к мантиссе 7348, чтобы полу- 
чить мантисеу чясла 5136; мы получим таким образом мантиссу 
0,7353. 

4) Целое число выражается 5-ю или более цифрами. Тогда 
отбрасываем все цифры, кроме петвых 4-х, и берем приближенное 
четырехзначное число, причем последнюю цифру этого числа 
увеличиваем на 1в том случае, когда отбрасываемая 5-я цифра 
числа есть 5 или больше 5. Так, вместо 57342 мы берем 5784, 
вместо 30257 берем 3026, вместо 583263 берем 5333 и т. п. Для 
этого округленного четырехзначного чиела находим мантиссу 
так, как было сейчас объяснено. 

Руководетвуясь этими указаниями, найдем для примера ло. 
гарифмы следующих чисел; 


36,5; 804,7; 0,26; 0,00345; 7,2634; 3456,06. 
Прежде всего, не обращаясь пока к таблицам, проставим 


одни характеристики, оставляя место для мантисс, которые вы- 
пишем после: 


105 36,5 =1,.... 108 0,00345 —=2.... 
108 804,7 =>... 10 7,2634 =0,,.... 
105 0,26 =1,.... 105 3456,86 =3,.... 


Далее по таблицам выставляем прямо мантиссы: 


}02 36,5 =1,5623; 105 0,00345 = 3,5318; 
125 804,1 =2,9057; 100 1,2634 =0,8611; 
106 0,26 =1,4150; 105 3456,86 = 3,5387. 


280. Замечание. В некоторых четырехзначных таблицах 
(напр. в таблицах В. Лорченко ни Н. О‘лоблина, (. Глазенапа, 
Н. Каменьшикова) поправки на 4-ю цифру данного числа не 
помещены. Имея дело с такими таблицами, приходится поправки 
эти находить при помощи простого вычисления, которое можно 
выполнять на основанни следующей истины: если числа пре- 
восходят 100, а разности между ними меньше 1, то без чув- 
ствительной погрешности можно принять. что разности межйу 
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логарифмов всех целых чисел от 1 до 9999 включительно, в 

численные с четырьмя десятичными знаками, причем после 
ний из этих знаков увеличен на 1 во всех тех случаях, когд 
5-й десятичный знак должен был бы оказаться 5 или более 

следовательно, 4-значные таблицы дают приближенные мантисс 
с точностью до 1/, десятитысячной доли (с недостатком ил 
с избытком), 

Так как характеристику логарифма целого числа пли дес 
тичной дроби мы можем, на основании свойств десятичны 
логарифмов, проставить непосредетвенно, то из таблиц 
должны взять только мантиесы; при этом надо вепомнить, чт 
положение запятой в Десятичном числе, а также число нулей 
стоящих в конце числа, не имеют влияния на величину ман“ 
тиссы. Поэтому при нахождении мантиссы по данному числ 
мы отбрасываем в этом числе запятую, а также и нули н 
конце его, если таковые есть, и находим мантиесу образова, 
шегося после этого целого числа. При этом могут представить! 

следующие случаи, 

1) Целое число состоит из 3-х цифр. Напр., пуеть надо найти ` 
мантиссу логарифма числа 536. Первые две цифры этого чнела, 
т.е. 53, находим в таблицах в первом слева вертикальном 
столбце (см. таблицу, напечатанную на предыдущей странице). 
Найдя число 53, продвигаемся от него по горизонтальной 
строке вправо до пересечения этой строчки с вертикальным 
столбцом, проходящим через ту из цифр 0, 1, 2, 3,... 9, постав- 
ленных наверху (и внизу) таблицы, которая представляет собою 
3-ю цифру данного числа, т. е. в нашем примере цифру 6. 
В пересечении получим мантиссу 7292 (т. е. 0,7292), принадле- 
жащую логарифму числа 536. Подобно этому для числа 508 
найдем мантиссу 0,1059, для числа 500 найдем 0,6990 в т. п. 

2) Целое число состоцт из 2-х или из 1-й цифры. Тогда мы- 
сленно приписываем к этому числу один или два нуля и на- 
ходим мантиссу для образовавщегося таким образом трехзнач- 
ного числа. Напр., к числу 51 приписываем один нуль, от чего 
получаем 510 и находим мантнссу 1076; к числу 5 приписываем 
2 нуля и находим мантисосу 6990 и т. д. 

3) Целое число выражается 4 цифрами. Напр., надо найти 
мантиесу 108 5436. 'Гогда сначала находим в таблицах, как было 
сейчас указано, мантиссу для числа, изображенного первыми 
3-мя цифрами данного числа, т. е. для 543 (эта мантисса. будет 
1348); затем продвнгаемся от найденной мантиссы по горизон- 
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Тальной строке Направо {в правую часть заолицы, расположен- 
ную за жирной вертикальной чертой) до пересечения с верти- 
кальным столбцом, проходящим через ту из цифр: 1, 2 3,... 9, 
стоящих на верху (и в низу) этой части таблицы, которая пред- 
ставляет собою 4-ю цифру данного чиела, т. е. в нашем при- 
мере цифру 6. В пересечении находим поправку (число 5), 
которую надо приложить в уме к мантиссе 1348, тгобы полу- 
чить мантиссу числа 5436; мы получим таким образом мантиссу 
0,7353. 

4) Целое число выражается 5-ю или более цифрами. Тогда 
отбрасываем все цифры, кроме первых 4-х, и берем приближенное 
четырехзначное чиело, причем последнюю цифру этого числа 
увеличиваем на 1 в том случае, когда отбрасываемая 5-я цифра 
числа есть 5 или болыше 5. Так, вместо 57842 мы берем 5784, 
вместо 30257 берем 3026, вместо 583263 берем 5333 и т. и. Для 
этого округленного четырехзначного чиела находим мантиссу 
так, как было сейчас объяснено. 

Руководствуясь этими указаниями, найдем для примера ло. 
гарифмы следующих чисел: 


36,5; 804,1; 0,26; 0,00845; 7,2634; 3456,06. 


Прежде всего, не обрамцаясь пока к таблицам, проставим 
одни характеристики, оставляя место для мантисс, которые вы- 
пишем после: 


105 365 =1,.... 10$ 0,00845 =... 
105 804,7 =?..... 105 7,2634 —0..... 
105 0,26 =1,.... 108 3456,86 =3,.... 


Далее по таблицам выставляем прямо мантиссы; 


105 38,5 = 1,5623; 108 0,00345 =3,5318; 
105 804,7 = 2,9057; 105 1,2634 =—0,3611; 
105 0,26 ==1,4150; 105 3456,86 = 3,5387. 


280. Замечание. В некоторых четырехзначных таблицах 
(напр. в таблицах В. Лорченко и Н. Олоблина, (С. Глазенапа, 
Н. Каменьщикова) поправки на 4-ю цифру данного числа не 
помещены. Имея дело с такими таблицами, приходится поправки 
эти находить при помощи простого вычиеления, которое можно 
выполнять на основании следующей истины: если числа пре- 
восходят 100, а разности между ними меньше 1, то без чув- 
ствительной погрешности можно принять. что разности между 
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, Абарифмами пропорциональны разностям между соответству ю- 
цимн числами '). Пусть, напр., надо найти мантиссу, соответ. 
отвующую числу 5367. Мантисса эта, конечно, та же самая, что 
и для числа 536,7. Находим в таблицах для числа 586 мантиссу 
1292. Сравнивая эту мантиссу с соседней вправо мантиссой 
7300, соответствующей числу 537, мы замечаем, что если числа 
536 увеличится на 1, то мантиеса его увеличится на 8 десяти- 
тысячных (8 есть так называемая табличная разность 
между двумя соседними мантиссами); если же число 536 уве- 
личнтся на 0,1, то мантисса его увеличится не на 8 десятиты- 
сячных, а на некоторое меньшее число х десятитысячных, кото- 
рое, согласно допущенной пропорциональноести, должно удовле- 
творять пропорции: 


5:8 ==0,7:1; откуда х==8.07 == 5,6. 


что по округлении составляет 6 десятитысячных. Значит, ман- 
тисса для числа 536,7 (и следовательно, для числа 5367) будет: 
7292 |6 ==7298. 

Заметим, что нахождение ло двум рядом стоящим в таблн- 
цах числам промежуточного числа называется интерполни- 
рованием. Интерполирование, описанное здесь, называется 
пропорциональным, так как оно основано на допущеннии, 
что изменение логарифма пропорционально изменению числа. 
Оно называется также линейным, так как предполагает, что 
графически изменение логарифмической функции выражается 
прямою линней. 

281. Предел погрешности приближенного логарифма. Если число, кото- 
рого логарифм отыскивается, есть число точное, то за предел погрешности 
его логарифыа, найденного по 4-значным таблицам, можно, ка мы говорили 
в $ 279, принять 1% десятитысячной доли. Если же данное число не точное, 
то к этому пределу погрешности надо еще добавить предел другой погрешности, 


*) Рас:матрирая график логарифмической функции у = 109105 (стр. 292), 
мы замечаем, что даже для чисед небольших (напр. для чисел от 3 до 19) 
график очень мало отличается от прямой линии. Если бы этот график продол- 
жить направо для чисел от 10 до 100 (т. е. на 90 единиц длины вдоль оси 2-ов), 
то ординаты возросли бы только от 1 до 2 (так как 10% 10 =1, а 10% 100 =2); 
при дальнейшем его продожжении дая чисел от 100 до 1000 (т. е. на 900 единиц 
длины) ординаты угеличились бы снова только на 1 единицу. Значит, для чисел, 
больших 100, без чувствительной ошибки можно принять, что график функции 
у = Юх ух совпадает с прямой. Но допустить это — значит принять, что для таких 
чисел приращения ординат пропорциональны приращениям абсцисс, т. е., дру“ 
гими словами. что разности между логарифмами пропорциональны разностям 
между числами, 
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происходящей от неточности самого числа. Доказано (мы опускаем это доказа- 
тельство), что за такой предел можно принять произведение 


а(а4-+ 1) десятитысячных, 


в котором & есть предел погрешности самого неточного числа в предположении, 
970 6 ег0 целой части взяты 3 цифры, а @ табличная разность мантисс, соот- 
ветствующих двум последовательным трехзначным числам, между которыми 
заключается данное неточное число. Таким образом предел окончательной по- 
грешности логарифма выразится тогда формулой: 


4. а (4+1) десятитысячных. 


Пример. Найти 10% т, принимая за х приближенное число 3,14, точное до {/. 
сотой. : 

Перенеся в числе 3,14 запятую после 3-й цифры, считая слева, мы получим 
трехзначное число 314, точное до 1/› единицы; значит, предел погрешности не- 
точного числа, т. е, то, что мы обозначили буквой а, есть 1». Из таблиц на- 
ходим; 

1юс 3,14 == 0,4969. 


"Габдичная разность @ между мантиссами чисел 314 и 315 равна 14, поэтому 
погрешность найденного логарифма будет менее 


Ч, 14 - 1) ==8 десятитысячных. 


Так как о логарифме 0,4969 мы не знаем, с недостатком ли он или с из- 
бытком, то можем только ручаться, что точный логарифу = заключается между 
0,4969 — 0,0608 и 0,4969 - 0,007$, т, е. 0,4961 < 10% *< 0,4977. 


282. Найти число по данному логарифму. Для нахождения 
числа по данному логарифму могут служить те же таблицы, 
по которым отыскиваются мантиссы данных чисел; но удобнее 
пользоваться другими таблицами, в которых помещены так на- 
зываемые антилогарнфмы, т. е. чнела, соответствующие 
данным мантиссам. Таблицы эти, обозначенные надписью сверху 
„антилогарифиы“, помещены в конце этой книги волед за та- 
блицами логаряфмов; небольшая часть их помещена на этой 


странице (для объяснения). 
8 | 9 Г 3 34 56 


‚25| 1175 1807 | 1811 | 1816101111222]; 
.26] 1820 1 1849 | 1554 | 18581011223 


.21| 1562 1892 | 13971 19011011223 
.25 1945 1936 1915011223 
.29] 1950 1985 1991101111223]: 
.30 
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Пусть дана 4-значная мантисса 2863 (на характеристику не, 
обращаем внимания) ин требуется найти соответствующее целое' 
число. Тогда, имея таблицы антилогарифмов, надо пользоваться 
ими совершенно так же, как было раньше объяснено для 
нахождения мантисс по данному числу, а именно: первые 
2? цифры мантиссы мы находим в первом слева столбце, 
Затем продвигаемея от этих цифр по горизонтальной строке 
вправо до пересечения с вертикальным столбцом, идущим от 
3-й цифры мантиесы, которую надо искать в верхней строке. 
(или внижней). В пересечении находим четырехзначное число 1932, ' 
соответствующее мантиссе 286. Затем от этого чиела продви-‘ 
гаемся дальше по горизонтальной строке направо до пересече- 
ния с вертикальным столбцом, идущим от 4-й цифры мантиосы, 
которую надо найти наверху (или внизу) среди поставленных 
там цифр 1, >, $3,... 9. В пересечении мы находим поправку 1, 
которую надо приложить (в уме) к найденному раньше числу 
1932, чтобы получить чиело, соответотвующее мантиесе 2863. 

‚ Таким образом, число это будет 1933. После этого, обращая 
внимание на характеристику, надо в числе 1933 поставить за- 
пятую на надлежащем месте. 


Например: 
если 105 х == 3,2863, то х=1933, 
„ 1041=1,2863, „ 2=19,33, 
„ 105 1==0,2863, „ 2=1,933, 
‚ 100 2==2,2868, „ 1—0,01933 и т. п, 


Вот еще примеры: 


105 2 =0,2281, 1==1,693, 
105 2 ==1,1635, х—0,5801, 
105 д == 3,5029, т — 3184, 
105 5 == 2,0486, = 0,01106. 


Если в мантиссе указано 5 или более цифр, то берем только! 
первые 4 цифры, отбразывая остальные (и увеличивая 4-ю цн- 
фру на 1, если 5-я цифра есть пять или более). Напр., вместо 
мантиссы 35478 берем 3548, вместо 47562 берем 4756. 

283. Замечание. Поправку на 4-ю и следующие цифры ман- 
тиссы можно находить и посредством интерполирования. Так, 
если мантисса будет 84357, то, найдя число 6966, соответствую- 
щее мантиссе 843, мы можем рассуждать далее так: если ман- 
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тисса увеличивается на 1 (тысячную), т. е. сделается 844, то 
число, как видно из таблиц, увеличится на 16 единиц; если же 
мантисса увеличится не на 1 (тысячную), & на 0,57 (тысячной), 
то число увеличится на х единиц, причем х должно удовле- 
творять пропорции: 


1:16 —0,57:1, откуда 1==16.0,57 =: 9,12. 


Значит, искомое число будет 6966 -|- 9,12 == 6975,12 или (огра- 
ничиваясь только четырьмя цифрами) 6975. 


284. Предел погрешности найденного числа. Доказано, что в том случао, 
когда в найденном числе запятая стоить тюеле 3-й слева цифры, т. е. когда ха- 
рактеристика логарифма есть 2, за предел погрешности можно принять сумму 


а + 0,5 
4 


- 0,05, 


где а есть предел погрешности логарифма (выраженный в десятитысячных 
долях), по которому отыскивалось число, и @ — разность между мантиссами двух 
трехзначных последовательных чисел, между которыми заключается найденное 
число (с запятой после 3-Й цифры слева). Когда характеристика будет не 2, а 
пакая-нибудь иная, то в найденном числе запятую придется перенести влево 
или вправо, т.е. разделить или умножить число на некоторую степень 10. 
При этом погрешность результата также разделится или умножится на ту же 
степень 10. 

Пусть, например, мы отыскиваем число по зогарифму 1,5950, о котором 
известно, что он точен до 3 десятитысячных; значит, тогда а = 3. Число, соответ- 
ствующее этому логарифму, найденное по таблице антизогарифмов, есть 39,36. 
Перенеся запятую после 3-й цифры слева, будем иметь число 393,6, заключаю- 
щееся между 393 и 394. Из таблиц логарифмов видим, что разность между ман- 
тиссами. соответствующими этим двум числам, составляет 11 десятитысячных; 
значит 4 —11. Погрешность числа 393,6 будет меньше 


3 + 0,5 
ип 


+ 0,05 = 0,32 + 0,05 = 0,37 < 0,5. 


Значит, погрешность числа 39,36 будет меньше 0,05, 


285. Действия над логарифмами с отрицательными характе- 
ристиками. Сложение и вычитание логарифмов не представляют 
никаких затруднений, как это видно из следующих примеров: 


2.9734 3,5384 1,0384 0,0052 
1,3802 -- 5,8804 — 5,9630 —` 4,5786 
0,8036 71,7188 1,0754 3,4316 
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Не представляет никаких затруднений также и умножение 
логарифма на положительное число, напр.: 


3,5837 2,4735 
9 Х 34 
25,2533 18940 
14205 
` 16,0990 
— 63 
52,0990. 


В последнем примере отдельно умножена положительная 
мантиеса на 34, затем отрицательная характеристика на 34. 

Если логарифм с отрицательной характеристикой и поло- 
жительной мантиссой умножается на отрицательное число, то 
поступают двояко: или предварительно данный логарифм обра- 
щают в отрицательный, или же умножают отдельно мантиссу 
и характеристику ин результаты соединяют вместе, например: 


3,5632.( — 4) = — 2,4368.(— 4) =9,17472; 
3,5632.( — 4) =-- 12 —2,2528 = 9,7412. 
При делении могут предетавиться два случая: 1) отрица- 


тельная характеристика делится и 2) не делится на делитель. 
В первом случае отдельно делят характеристику и мантиосу: 


10,3784:5 ==2,0757. 


Во втором случае прибавляют к характеристике столько 
отрицательных единиц, чтобы образовавшееся число делилось на 
делитель, к мантиссе прибавляют столько же положительных 
единиц; — 

3,7608:8 ==(— 8-1 5,7608) : 8 == 1,1201, 

Это преобразование надо совершать в уме, так что действие 
располагается так: 

3,1608:8 = 1.7201 или 3,7608 | 8 
1,7201. 

286. Замена вычитаемых логарифмов слагаемыми. При вы- 

числении какого-нибудь сложного выражения помощью лога- 


рифмов приходится некоторые логарифмы складывать, другие 
вычитать; в таком случае, пру обыкновенном способе совершения 
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действий, находят отдельно сумму слагаемых логарифмов, потом 
сумму вычитаемых и из первой суммы вычитают вторую. Напр., 
если имеем: 

105 д==2,7305 — 2,0710 | 3,5464 — 8,3589, 


то обыкновенное выполнение действий расположится тах: 


2,7305 2,0740 0,2769 
-Е 3,5464 3.3589 — 6,439 
0,2769 6,1129 7,8140 —=106 2. 


Есть однако возможность заменить вычитание сложением. Так: 
--2.0740==2 — 0,0740 = 1,9260 


14 —_ 
— 8,3588 — — 3,3589 = 9,6111. 
Теперь можно расположить вычисление так: 
2,1305 
1,9260 
3,5464 
9,6411 


7,3440 —194 г. 
287. Примеры вычислений. 
Пример 1. Вычислать выражение: 
ИА. ви 
& = == 
63. р’ 
если А—=0,8216, В-==0,04826, (== 0,005121 и д==17,246. 

Логарифмируем данное выражение: 

105 $—1/, 108 А + 4105 В, — 305 0—1/. 105 р. 

Теперь, для избежания излишней потери времени и для 
уменьшения возможности опибок, прежде всего расположим все 
вычисления, не исполняя пока их и не обращаясь, следовательно, 
к таблицам: 


105 А ==104 0,8216 =1 ..... 1). 10< А == 
105 В =1050,04326 =2, ..... 4 198 В = 
105 @==105 0,005127=3, ..... —3 108 (= 
31080... ... = —1/, 104 0 == 
108 0=1 1,946 =0 а... ——_— 
3/10 0)...... = .. . 108 2 = 


$11 


После этого берем таблицы и проставляем логарифмы на оста 
вленных свободных местах; 


105 А==108 0,8216 =1,9146 1/3 105 А = 1,9715 

108 В ==108 0,04826 ==2,6835 4105 В=6,7340 

105 С ==108 0,005127 = 3,1099 — 3 10 С = 6,3703 

ЗО ..... .==17,1297 —1/; 105 ОЭ = 1,1133 
108 0 ==105 1,246 — =0,8601 — 

1) 1%802...... .=0,2867 05 т=1,2891 

$ == 19,45. 


Предел погрешности. Сначала найдем предед погрешности чис2 
; = 191,5, равный: 
4 -- 05 
< 


+ 0,05. 


Звачит, прежде всего надо найти а, т. е. предел погрешности прибдижен- 
ного логарифма, выраженный в десятитысячных долях. Допустим, что данные 
числа А, В, Си Р все точные. 'Гогда погрешности в отдельных логарифмах 
будут следующие (в десятитысячных долях); 


в 105 А... . № 
в} ю04А....... .. = 


(/« прибавлена потому, что при делении на 3 логарифма 1,9146 мы округлилы 
частное, отбросив 5-ю цифру его, и, следовательно, сделали еще ошибку 
меньшую '/. десятитысячной). 


в 108.... 4 в — 31050... .. 31, 
в 40% В.... 12:4=2 в 100..... Я 
в 1060.... 4% в 1/3 100... 4% 
в3 105 0.... % в— 1/4 105) и... 1 


Теперь находим предел погрешности логарифма: 
а—=*/, 2 --3/ + в = 41} (десятитысячных)., 


Определим далее 4. Так как сх, = 1945, то 2 целых последовательных числ 
между которыми заключается х., будут 194 и 195. Табличная разность @ межд 
мантиссами, соответствующими этим числам, равна 22. Значит, предел погреш 
ности числа г, есть: 

а+ 0,5, 41/3 0,5 4.33...--05 
т 005 = ОР 0,05 — 299-208 005-027 < 0, 

Так как х=..:10, то предел погрешности в числе х равен 0,3:10 == 0,03, 
Таким образом, найденное нами число 19,45 разнится от точного числа менее; 
чем на 0,03. Так как мы не знаем, с недостатком или с избытком найдено наш 
пряближение, то можем только ручаться, что 


19,45 + 0.03 > т> 19.45 -- 0,03, 
19,18 > р 19,12, 
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и потому, если примем == 19,4, то будем иметь приближение с недостатком 
с точностью до 0/1. 


Пример 2. Вычислить: 
=—(— 2,31)3 #12 == — (2,31)3;/ 72. 
Так как отрицательные числа не имеют логарифмов, то пред- 
варительно находим: 
1’ == (2,31) 172 


по разложению: 
105 Х =31085 2,31 -- ?/; 105 12. 


После вычисления окажется: 


д' = 28,99; 
следовательно, 
х— — 28,99. 
Пример 3. Вычислить: 


г—=У #8-} 8. 


Спилошного логарифмирования здесь применить нельзя, 
так как под знаком корня стоит сумма. В подобных случаях вы- 
числяют формулу по частям. Сначала находим №=}/8, потом 
№ =,3; далее простым сложением определяем №М- М, и, на- 
конец, вычисляем МТ М; окажется: 


К№=1,514, — №=1 316; 
М-Е М, = 2,830. 


108 $ ==108 р 2,830 =1/; 104 2,830 == 0,1506; 
== 1,415. 


Глава четвертая. 


Показательные и логарифмические уравнения. 


288. Показательными уравнениями называются такие, 
в которых неизвестное входит в показатель степени, а лога- 
рифмическими — такие, в которых неизвестное входит под 
знаком 102. Такие уравнения могут быть разрешаемы только 
в частных случаях, причем приходится основываться на свой- 
ствах логарифмов и на том начале, что если числа равны, то 
равны и их логарифмы, н, обратно, если логарифмы равны, то 
равны и соответотвующие им числа, 
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Пример 1. Решить уравнение: 2” == 1024. 
Логарифмируем обе части уравнения: 


__ 10$ Ю24 _ 3.0103 _ 


2 — х 24; 03010 
1105 2— юч 1024; Ф— 1052 — 0,3010 10. 


Пример 2. Решить уравнение: а“ — а*==1. 
Положив а4*==у, получим квадратное уравнение: 


1 — Уу—1==0, 


откуда: 
„— 
1+ 5 1—5 
=, ие в.. 
Следовательно, 
Е ТИ Б ‚ _1_ИБ 
[2 =—5- на = 5 . 


Так как 1—ИУ5<0, то последнее уравнение невозможно 
(функция а” всегда есть число положительное), а первое дает: 


10% 1-Е И5) —10% 2 
——_—_—_—_ 
19а 


Пример 3. Решить уравнение: 
195 (а -- 2) {105 ® 2) =10$ с 2). 
Уравнение можно написать так: 
105 |(а@-- 2) © 2] =105 (+ <). 
Из равенства логарифмов заключаем о равенстве чисел: 
(«же Рд=е-ах. 


Это есть квадратное авнение ешение которого не прел- 
ставляет затруднений. 


Глава пятая. 


Сложные проценты, срочные уплаты и срочные 
| взносы. 


289. Основная задача на сложные проценты. В какую сумму 
обратитея капитал а рублей, отданный 3 роет по р сложных 
процентов, по прошествии $ лет ({ — целое число)? 

Говорят, что капитал отдан по сложным процентам, если 
принимаются во ввимание так называемые „проценты на про- 
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центый, т.е. если причитающиеся на капитал процентные деньги 
присоединяются в конце каждого года к капиталу для нараще- 
ния их процентами в следующие годы. 

Каждый рубль капитала, отданного по р9/, в течение одного 


года принесет прибыли -Р_ рубля, и, следовательно, каждый 


100 
рубль капитала через 1 год обратится в те рубля (напр., 
если капитал отдан по 5%/, то каждый рубль его через год 


5 
обратитея в 11 —— 100’ т: ®- В 1,05 рубля). Обозначив для краткости 


дробь р одною буквою, напр. 7”, можем сказать, что каждый 


рубль капитала через год обратится в 1--7 рублей; следовательно, 
а рублей обратятся через 1 год в а(1-|- 7) руб. Еще через год, т. е. 
через 2 года от начала, роста, каждый рубль из этих а (1--?) руб. 
обратится снова в 1--7 руб.; значит, весь капитал обратится 
в а (1-7)? руб. Таким же образом найдем, что через три года 
калитал будет а (1-- 7)з, через четыре года будет а (1--7)*, ... 
вообще через # лет, если { есть целое число, он обратится в 
а(1--г) руб. Таким образом, обозначив через А окончательный 
капитал, будем иметь следующую формулу сложных 
процентов: 


— .! ._- В. 
А=ва-,), Ге ^=- 160. 
Пример. Пусть а=2300 руб., р)=4, #{=20 лет; тогда фор- 
мула дает: 
4 
. 03 20. 
"— т00=0,04; А==2300 (1,04) 


Чтобы вычислить А, применяем логарифмы: 


105 а =105 2 300 -|- 20108 1,04 = 3,3617 -- 20.0,0170 = 
—3,3617 -| 0,3400 == 3,1011. 


А =5031 рубль. 


ЗАМЕЧАНИЕ. В этом примере нам пришлось 10 1,04 умно- 
жить на 20. Так как число 0,0170 есть приближенное значение 
105 1,04 с точностью до 1/, десятитысячной доли, то произведение 
этого чиела на 20 будет точно только до ?’,,20, т.е, до 10 десяти- 
тысячных =1 тысячной, Ноэтому в сумме 3,7017 мы не можем 
ручаться не только за цифру десятитысячных, но и за цифру 
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тысячных. Чтобы в подобных случаях Можно было получит 
большую точность, лучше для числа 1-|-” брать логарифмы нё 
4-значные, а с большим числом цифр, напр. 7-значные. Дл 
этой цели мы приводим здесь небольшую табличку, в которо 
выписаны 7-значные логарифмы для наиболее употребительн 
значений р. 


1+» 10% (1+ г) 
1,08 0,0128 372 
141325 0,0138 901 
1.085 {1,0149 403 
1,0375 0,0159 881 
1,04 0,0170 338 
10425 0,0180 761 
1.045 0,0191 168 
® 1,0475 0,0201 540 


1,05 0,0211 893 


290. Основная задача на срочные уплаты. Некто занял а руб- 

лей по р% с условием погасить долг, вместе с причитающимися 
на него процентами, в # лет, внося в конце каждого года одну 
и ту же сумму. Какова должна быть эта сумма? 
} Сумма т, вносимая ежегодно при таких условнях, называется 
срочною уплатою. Обозначим опять буквою г ежегодные 
_Р_ 
100’ 
первого года долг а возрастает до а(1-- 7), аза уплатою т руб- 
лей он сделается а(1--7) —г. К концу второго года каждый 
рубль этой суммы снова обратится в 1--х рублей, и потому 
долг будет [а (1-7) — 2] (1 ”) =2(1- +») —ха-Р», а за упла- 
тою х рублей окажется: а(1--т)? —т(1--7) —г. Таким же обра- 
зом убедимся, что к концу 3-го года долг будет 


процентные деньги с 1 руб., т, е. числа Тогда к концу 


а (1-7 —хащтею ха —х, 
и вообще к концу {-го года он окажется; 


аи —ва-ют—ха-к)?...—жа-») —м, 


ИЛИ 
ва,’ —=2и-ач-+а-+ +. . .ачие-ачи-1. 
$16 


Многочлен, стоящий внутри скобок ||. представляет сумму 
членов геометрической ирогрессии, у которой первый член есть [, 
последний (1--х)-1, а знаменатель (1-7). По формуле для 
суммы членов геометрической прогресени ($ 219) находим: 


__ т -—е атм ачь -1 1; "’— 1. 


1 о и -—1 г 
и величина долга после {-ой уплаты будет: 
/\е 
а (1 7—9 . 
По уеловию задачи, долг в конце {-го года должен равняться 0, 
поэтому: #1 
а(1-|- ›)' И -=0, * 

откуда 

5—“ (кг 

ы тит 


При вычислении этой формулы срочных уплат по- 
мошью логарифмов мн должны сначала найти вспомогательное 
число М№М==(1--/) по логарифму: 105 М=#15 (1--7); найдя 
№ вычтем из него 1, тогда получим знаменатель формулы цля 
т, после чего вторичным логарифмированием найдем: 

108 т== 105 а-[ 108 №М-|- 105 — 05 (М— 1. 

291. Основная задача на срочные взносы. Некто вносит 
в банк в начале каждого года одну и ту же сумму а руб. 
Определить, какой капитал образуется из этих взносов по про- 
шествии $ лет, если банк платит по р сложных процентов. 

Обозначив через 2’ ежегодные процентные деньги с 1 рубля, 
т. е. 5 рассуждаем так: к концу первого года капитал бу- 
дет а (1-7); в начале 2-го года к этой сумме прибавится а руб- 
лей; значит, в это время капитал окажется а (1-- 7) Ра. К концу 
2-го года он будет а (1-- "а (1--»”); в начале 3-го года снова, 
вносится а рублей; значит, в это время капитал будет а(1--”)*-- 
аа, - а; к концу 3-го он окажется а (1 за”)? 
а (--”). Продолжая эти рассуждения далее, найдем, что 
к концу {-го года искомый капитал А будет: 


А=а(- "рак -- а-х)-*--... аа- = 
=аа+» а-я -а-и--... 1 
ао ОЕ наи ЕЕ —! 
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Такова формула срочных взносов, делаемых в начале 
каждого года. 

Ту же формулу можно получить и таким рассуждением: 
первый взнос в а рублей, находясь в банке # лет, обратится, 
согласно формуле сложных процентов, в а (1--’)' руб. Второй 
взнос, находясь в банке одним годом меньше, т. е. #—1 лет, 
обратится ва (1 -- 7)" "руб. Подобно этому третий взнос даст 
а (1-+*)* "ит. д., и, ваконец, последний взнос, находясь в банке 
только 1 год, обратится в а (1-7) руб. Значит, окончательный 
капитал А руб. будет: 


А—аа- аа аа... г аа”, 


что, после упрощения, дает найденную выше формулу. 

При вычислении помощью логарифмов этой формулы надо 
поступить так же, как и при вычислении формулы срочных 
уплат, т.е. сначала найти число №=(1--х)' по его логарифму: 
108 М=: #105 (1-- 7), затем число № — 1 и уже тогда логарифми- 
ровать формулу: 


0$ А==10е а-- 105 (1-- 2) | 105 (М —П— 05+. 


ЗАМЕЧАНИЕ. Если бы срочный взнос в а руб. производился 
не в начале, а в конце каждого года (как, напр., вносится 
срочная уплата т для погашения долга), то, рассуждая подобно 
предыдущему, найдем, что к концу Ёго года искомый ка- 
питал А’руб. будет (считая в том числе и последний взнос а руб., 
не приносящий процентов): 


А—а( ут Раа-тна-...-аа-т) а, 
что равно: 
Аа 1, 


7 


т. е. А’ оказывается в (1-—7) раз менее А, что и надо было 
ожидать, так как каждый рубль кзпитала А’ лежит в банке 
годом меньше, чем соответствующий рубль капитала 4. 
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ОТДЕЛ ТРИНАДЦАТЫЙ. 


Соединения и бином Ньютона, 


Глава первая. 


Соединения, 


292. Определение. Различные группы, составленные из ка- 
ких-либо предметов и отличающиеся одна от другой или по- 
рядком этих предметов или самими предметами, называются 
вообще соединениями. 

° Воли, например, из 10 различных цифр: 0,1,2,3,... 9 будем 
составлять группы по нескольку цифр в каждой, напр. такие: 
123, 312, 8056, 5630, 42 и т. п. то будем получать различные 
соединения из этих цифр. Из них некоторые, напр, 123 и 312, 
различаются только порядком предметов, другие же, напр. 8056 
и 312, разнятся самими предметами (и даже числом пред- 
метов). 

Предметы, из которых составляются соединения, называются 
элементами п обозначаются обыкновенно буквами а, 6, с... 

Соединения могут быть трех родов: размещения, переста- 
новки п сочетания. Рассмотрим их отдельно. 

293. Размещения. Пусть число предметов, из которых мы со- 
ставляем различные соединення, разно 3 (напр. три карты); 
обозначим эти предметы и; бис. Из них можно составить о0- 
единения 


а 
по одному: | Т 4 
а в, с; 
10 ДВа: 
аб, ас, 6с; 
фа, са, 6$, 
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и по три: 
абс, аси, Вас, оса, сай, фа. 


Возьмем из этих соединений соединения по 2. Они отличаются 
одно от другого либо предметами, напр. аб и ас, либо порядком 
предметов, напр. аб и Фа, но число предметов в них одно и 
то же. Такие соединения называются размещениями из 3 эле. 
ментов по 2. 

Вообще размещениями из 2% элементов по в на. 
зываются такие соединения, из которых каждое 
содержит т элементов, взятых из данных 2 эле. 
ментов, и которые отличаются одно от другого 
яли предметами или порядком предметов (значит, 
предполагается, что я = т). Так, написанные выше соединения 
по 3 будут размещены из 3-х элементов по 3 (различаются только 
порядком), соединения по 2 будут размещены из 3-х элементов 
по 2 (различаются или предметами или порядком). 

Размещения из данных эй элементов могут быть по 1, по2, по 
3,... и, наконец, по т, 

Иногда бывает нужно знать число всевозможных размещений, 
которые можно составить из и элементов по п, не составляя самих 


размещений. Число это принято обозначать так: А” (здесь 
А есть начальная буква французского слова „а’тгапдетене“, что 
значит размещение). Чтобы найти это число, рассмотрим прием, 
посредством которого можно составлять веевозможные разме. 
щения. 

Пусть нам дано т элементов: а, 6, с,... Ё, 1. Сначала соста» 
вим из них все размещения по одному. Их, очевидно, будет т. 
Значит: А’, ==1и. Теперь составим все размешение по два. Для 


этого к каждому из ранее составленных размещений по одному 
приставим последовательно все оставшиеся тр— 1 элементов 
по одному. Так, к элементу а приотавим последовательно остав- 
шиеся элементы: 6, с,... К, 8; к элементу $ приставнм поеледо- 
вательно оставшиеся элементы: а, с,... &, Ь ит. д. Тогда полу- 
чим следующие размещения по два: 


6, че, чай, (т — 1 размещений) 

5 ра, 6с, ,.....ШЫ (и —1 размещений) 

Е са, 66, са, & (п®— 1 размещений) 

Пи, 0, ю...,..й (1—1 размещений). 
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Так как воех элементов 12, то из каждого размещения по 
1 элементу мы получим тр—! размещений по 2, а всего их 
будет (тж — 1) т. Очевидно, что других размещений по 2 быть не 
может. Значит: 
з 
Ав= (т — 1). 


Чтобы составить теперь размещения по 3, берем каждое из 
составленных сейчас размещений по 2 и приставляем к нему 
последовательно По одному все тр— 2 оставшихся элементов. 
Тогда получим следующие размещения по 3: 


= абс, ава... . аб, аЦ (т — 2 размещений) 
| ь ась, ас. .. . ас, ай (т —2 размещений) 
=” | Фа, И... ...... (п —2 размещений). 


Так как число всех размещений ло 2 равно т (т— 1 и из 
каждого получается (т— 2) размещения по 3, то всех таких 
размещений окажется: 


(т — 3) [т (т— 1] =т(т— 1) (т— 2). 


Таким образом: 
А =т(т— 1) — 2). 


Подобно этому получим: 
4 . 
Ат==т (т — 1) @п — 2) (т — 3); 


Ры == 71 (11 — 1) 0 — 2) (т— 3) (й — 4), 
и вообще: 
А" —=т(т— 1) (п — 2)... [т @— 1]. 


т 


Такова формула размещений; ее можно высказать так: 
число всевозможных размещений изъ элементов по п равно про- 
изведению ть последовательных целых чисел, из, которых большев 
есть т. 

Таким образом: 


А? =4.3==12; 43 =4.3.2=—24, 
А: =8.1.6.5=1680, ит. п. 


294. Задачи. 1) В классе 10 учебных предметов и 5 разных 
уроков в день. Сколькими способами могут быть распределены 
урокн в день? 
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Всевозможные распределения уроков в день представляют 
собою, очевидно, всевозможные размещения из 10 элементов по 
5; поэтому всех способов распределения должно быть: 


А 10.9.8-7-6 ==30 240. 


2). Сколько можно образовать целых чисел, из которых ка- 
ждое выражалась бы тремя различными значащими циф- 
рами? | 

Искомое число есть число размещений из 9 значащих цифр 
по 3; следовательно, оно равно 9.8.7 == 504. 

3) Сколько можно образовать целых чисел, из которых ка- 
ждое выражалось бы тремя различными цифрами? 

Из 19 цифр: 0, 1,2, 3,... 9 можно составить размещений 
по три 10.9.5-==120; но из этого числа надо исключить число 
тех размещений по три, которые начинаются с цифры 0. Таких 
размещений будет столько, еколько можно составить размеше- 
ний по 2 из 9 значалцих цифр, т. е. 9.8=72; следовательно, 
искомое чиело 720 —72 = 648. 

295. Перестановки. Если размешения из т элементов взяты 
по 7! (и значит, различаются только порядком элементов), 
то такие размещения называются перестановками. Напр., 
перестановки из двух элементов а и В будут размещения из 2-х 
по 2, т. е. ар и Фа, перестановки из 3-х элементов будут раз- 
мещены из 3-х по 3, т. е. афс, чей, бас, Фса, саб, еба, и т. п. 

Чиело всевозможных перестановок из 2 элементов обозна- 
чается Р»„ (здесь Р есть начальная буква французского слова 
„релиаНнон“, что значит: перестановка). 

Так как перестановки из в элементов — это размещения ия 
‚т по т, то формула перестановок будет такая: 


Ри = А"=т(т—1) (п —2)...3-2.1==1.2.3...(т— Пт, 


т. е. число всевозможных перестановок из ть элементов равна 
произведению натуральных чисел от 100 т. 

296. Задачи. 1) Сколько девятизначных чисел можно написать 
девятью разными значащими цифрами? 


Искомое чиело есть Р, —1.2.3...9 = 362 880, 


2) Сколькими способами можно разместить 12 лиц за ртолом, 
на котором поставлено 12 приборов? 


Число способов == 1.2.3... 12 —=4719 001 600. 
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Замечание. Произведение натуральных чисел от 1 до т 
зключительн. (обозначается сокращенно так: 7!) растет чрезвы- 
чайно быстро с возрастанием 2; так, при т==Т3 оно дает 
419001 600, при * —100 оно выражается числом, требующим 
158 цифр для своего изображения. 

297. Сочетания. Если из всех размещений, которые можно 
составить из 7 элементов по *, мы отберем только те, которые 
одно от другого разнятся, ло крайней мере, одним злементом, то 
получим размещения, которые называются сочетаниями. 

Напр., из 4 элементов а, 6, си 4, сочетания по 3 будут: 


арес, ава, ас, ие4. 


Если в каждом из этих сочетаний сделаем всевозможные 
перестановки, то получим всевозможные размещания из 4-х 


элементов по 3. 
айс ДА асф вед 


асб а абс с 
бас Бай сай еб 
беса аа сада &То 
св 4 аб Час Фе 
сфа Ча са, в 


Чнело таких размещений равно, очевидно, 6-4 =24. 

Таким образом, чиело всех размещений из 722 элементов По 
* равно числу всех сочетаний из т элементов по я, умножен- 
ному на число всех перестановок, какие можно сделать из в 
элемептов, т. е, 

з » 
А, — С Р,„, 

где С” означает число всех сочетаний из 7? по я (С есть на- 


чальная буква французского слова „сон _нойзон“, что значит: 


сочетание). 
Отсюда выводим следующую формулу сочетаний: 


я 
@" Ат РТ » — Лон — 2)... (т — Ыб 
р _ }.2.3... И. 
Например: 
Га __ 4.8 __ 6: — 4.3.2 —4 
$ 5-6, Сов ИТ. И. 


298. Задачи. 1) Нз 10 кандидатов на одну и ту же должность 
должны быть выбраны трое. Сколько может быть разных слу- 
чаев выборов? 
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БАБА а у аллеи), М ам ОА у — м ь чад ь ААУ др челн и тьме 4. 


сочетаний из 10 элементов по 3, т. е. 


2) Сколькими епособами можно выбрать 13 карт из колоды 
в 52 карты? 
Искомое число представляет собою число сочетаний из 52 пс 


13, т.е. 
52.51.50... 
в 7-51 50---40 —.635 013559600. 


299. Другой вид формулы сочетаний. Формулу сочетаний 
можно привести к другому виду, если умножим чиелитель и 
знаменатель ее на произведение 1.2-3...(1 — п); тогда в чисди- 
теле получим произведение: 

тт... [т — (@— 1] -1-2-3. . .(п— м), 
которое, переставив сомножители, можно написать так: 
1.2.3... (0—9) [т— (и... 
Следовательно, 


1.2.3... —3)т Р„ 


("= — 
т 1.2.3. . п.1.2.3. . .(т--п) Р-Р 


300. Свойство сочетаний. Заменив в этой формуле п на 
т — п, получим: 
с" -" 1.2.3. т Пт __ Р„ 
“т 1.23. - .(п—м).1.2.3...п Б.Р," 


Сравнивая эту формулу с предыдущей, находим: 
> — 
С, = С" ”. 


К этому выводу приводит п такое простое рассуждение: 
если из т элементов отберем какие-нибудь я, чтобы составить 
из них одно сочетание, то совокупность оставшихся элементов 
составит одно сочетание из и — я элементов. Таким образом, 
каждому сочетанию из п элементов соответствует одно сочета-. 
ние из ж—я элементов, и наоборот; значит: 


7 __ 7 —п 
С„= С . 
Это соотношение позволяет упростить нахождение числа 


сочетаний из т элементов по п, когда п превосходит 1/, т- 


Например: от з 1000.99.98 
С — Со аз 25.5 — 161700. 
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Глава вторая. 
Бином Ньютона. 


301. Произведение биномов, отличающихся только вторыми 
членами. Обыкновенным умножением находим: 


(ха) (2 Ь) =? | ах бо -Р аф = 1? -Р (а-- 6) х Раб; 
(ра (&-Р(а-Но= (аз - ав] (+ д= 
—=43--(@а-Н В) т? -- ах -- сх? (ас -- 6е) т абс = 

—= 23 --(@--Р с) 22-- (а6 - ас 5с) х | абс. ’ 


Подобно этому найдем: 


а @-РО сос ф=Яя (ар ьефаяжя- 
+ («6-Е ас аа -Н бе а | в4) 2*-- (абс -- ба -- ася -- са) х 
-- абс. 


Рассматривая эти произведения, замечаем, что все они со- 
оставлены по одному и тому же закону, а именно: 

Произведение составляет многочлен, расположенный по убы- 
вающим степеням буквы ‘5. 

Показатель первого члена равен числу перемножаемых бн- 
номов; показатели при т в следующих члензх постепенно убы- 
вают на 1; последний член не содержит х (содержит его в ну- 
левой степени). 

Коэффициент первого члена есть 1; коэффициент второго 
члена есть сумма всех вторых членов перемножаемых биномов; 
коэффициент третьего члена есть сумма всех произведений 
вторых членов, взятых по два; коэффициент четвертого члена 
есть сумма всех произведений вторых членов, взятых по три. 
Последний член есть произведение всех вторых членов. 

Докажем, что этот закон применим к произведению какого 
угодно числа биномов. Для этого предварительно убедимся, что 
если он верен для произведения т биномов: 


(а (+9 ао... ..@- м, 

то будет верен и для произведения (7% --1) биномов: 
вас а-о.. а-+ве-у9. 

Итак, допустим, что верно следующее равенетво: 


(а) (#0) (ао... а = 
а” ба ба... 5, 


где 
Я ==а-Но-Не-. . т 
б.==аб-Рае--...-\щ 
65. =а6е + ачЧ +... 


9 = абс. . .Щ 
Умножны обе части этого равенства на новый бином х-- 1 


(ттае-ь...2-- (2-1 = 
=” ба ба"... 5,) [и и 
Я т... бы" Ни"... 19 „= 


=” +14 (хи НЫ)... 19.) 5-15: 


Рассматривая это новое произведение, убеждаемея, что она 
подчиняется такому же закону, какой мы предположили верным 
для п биномов. Действительно, во-первых, этому закону следуют 
показатели буквы .; во-вторых, ему же следуют и коэффициенты; 
так как коэффициент 2-го числа 5, -{-[ есть сумма всех вторых 
членов перемножаемых биномов, включая сюда и 2, коэффициент 
3-го члена 95, |- 5, есть сумма парных произведений всех вто- 
рых членов, включая сюда и р ит. д.; наконец [5 есть произ. 
ведение всех вторых членов: а, 6, с,...1, 1 

Мы видели, что закон этот верен для 4 биномов; следовательно 
о доказанному теперь, он должен быть верен для 4 1, т.е. для 3 
биномов; если же он верен для 5 биномов, то он верен и для 
5-1, т. е. для 6 биномов, и т. д. 

Изложенное рассуждение представляет так называемое „ло’ 
казательство от жк м-р 1“. Оно называется также „матема 
тической индукцией" (или „совершенной индукцией“). За 
метим, что в предыдущих главах этой книги неоднокрага( 
представлялся случай применить доказательство от эм к и--{ 
(напр. при выводе формулы любого члена прогресени, 85 21, 
248 и др.). Мы этого не делали только ради простоты изло- 
жения. 


302. Формула бинома Ньютона. Предположим, что в дока- 
занном нами равенстве: 


тео... ато бб... 5, 
все вторые члены биномов одинаковы, т. е. что аб ==е==...= 
==. Тогда левая часть будет степень бивома (т га)". Поемот- 
рим, во что обратятся коэффициенты 6, 9,...® 
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Коэффициент 65.,, равный а-|- 6 + е--...-- К, обратится в эпа, 
Коэффициент 5.,, равный а6 | ас -- аа--..., обратится в число 
@?, повторенное столько раз, сколько можно составить сочетаний 

т—1 
из и элементов по 2, т. е. он обратится во а?. Коэффици- 
ент 5., равный «фе -- аб --..., обратится в число аз, повторенное 
столько раз, сколько можно составить сочетаний из и элементов 


8) аз, и т. д. Наконец, коэффициент 5, 


равный аёс. . .К, обратится в а”. Таким образом мы получим: 


по 3, те. в 


("Га = а”--тах”” В и - не — ат +... 


ии т—пв 


1.2.8. т о р... 


Это равенство известно как формула бинома Ньютона), 
причем многочлен, стоящий в правой части формулы, назы- 
вается разложением бинома. Расемотрим особенности этого 
многочлена. 

303. Свойства бинома Ньютона. Этих свойств мы укажем 
следующие 10: 

1) Показатели буквы х постепенно уменьшаются на 1 от 
первого члена к последнему, причем в первом члене показа- 
тель х равен показателю степени бинома, а в последнем он 
есть 0; наоборот, показатели буквы а постепенно увеличива- 
ются на 1 от первого члена к последнему, причем в первом 
члене показатель при а есть 0, а в последнем он равен показа- 
телю степени бинома. Вследствие этого сумма показателей прихи 
ав каждом члене одна и та же, а именно: она равна показателю 
степени бинома. 

2) Число всех членов разложения есть т-- 1, так как разло- 
жение содержит вее степени а от 0 до т включительно. 

3) Коэффициенты равны: у первого члена 1, у 2-го члена — 
показателю степени бинома, у 3-го члена — числу сочетаний из 
т элементов по 2, у 4-го члена — числу сочетавий из жт эле- 
ментов по 3; вообще коэффициент (п -{ 1)-го члена есть число 


1) Исаак Ньютон. знаменитый английский математик, жил от 1642 г. по 
1724 г. Формула бинома. не только для т целого положительного, но и для в от- 
рицательного и дробного, была им указана около 1665 г. Однако строгого дока- 
зательства ее он не дал. Для целых подожительных показателей формула 
была впервые доказана Яховом Бернулли (1645 —1705) с похощью теория 
соединений. 
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сочетаний из т элементов по в. Наконец, коэффициент поелед- 
него члена равен числу сочетаний из т элементов по т, т. е. 1. 

Заметим, что все эти коэффициенты называются биномиаль- 
ными. 

4) Обозначая каждый член разложения буквою Т с цифрою 
внизу, указывающею номер места этого члена в разложении, 
т. е. первый член Т,, второй член Т, и т. д., мы можем напи- 
сать: — - 


т—п__ (т — 1)... [т — (®—1)] п т-в 
= 1.2.3...п ат ° 


Эта формула выражает общий член разложения, так 
как из нее можем получить все члены (кроме первого), под- 
ставляя на место я числа: 1, 2, 3,...т. 

5) Коэффициент 1-го члепа от начала разложения равен 1, 
коэффициент 1.го члена от конца тоже равен 1. Коэффициент 
второго члена от начала есть т, т. е. (1; коэффициент 2-го 
члена от конца есть С” *; но так как 01—00” (8 377), то эти 
коэффициенты одинаковы. Коэффициент 3-го члена от начала 
есть С», а 3-го члена от конца есть С” "; но С*=0”-*, поэтому 
и эти коэффициенты одннаковы, и т. д. Значит, коэффициенты 
членов, одинаково удаленных от концов разложения, равны между 
собою. 

6) Рассматривая биномиальные коэффициенты: 


1 т ит—П ттт — 2) т(т — 1)0% —2)(т — 3) 

9) 1.2 › 1.2.3 и 1.2.3.4 2" *° 

мы замечаем, что при переходе от одного коэффициента к сле- 
дующему числителя умножаются на числа все меньшие и мень- 
шие (на т—1, на т—2, на т—3 и т. д.), а знаменатели умножа- 
ются на числа все большие и ббльшие (на 2, на 3, на 4 и т. д.). 
Вследствие этого коэффициенты сначала возрастают (пока мно- 
жители в числителе остаются ббльшими соответственных мно- 
жителей в знаменателе), а затем убывают. Так как коэффициенты 
членов, равноотстоящих от концов разложения, одинаковы, то 
наибольший козффициент должен находиться посредине разло- 
жения. При этом, если число веех членов разложения нечетное 
(что бывает при четном показателе бинома,), то по средине будет 
один член с наибольшим коэффициентом; если же число всех 
членов четное (что бывает при нечетном показателе бинома), то 
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посредине должны оыть 2 члена с одинаковыми напбольшими 
коэффициентами. Например. 


(д а)‘ --4ах3- ба? -- 4а3х-| а*; 
(д-- а): =1-- 5424 -|- 104253-|- 109322 -- Бах аб. 


7) Из сравнения двух рядом стоящих членов: 


Тин (т — 1)... [в — (9% — ид", 


1.2.3...п 
т(т —1)...[т— п бй—п) 
1.2.3...п (В -- 1) 


видно, что для получения коэффициента следующею члена до- 
статочно умножить коэффициент предыдущею члена на показа- 
ель буквы ж в этом члене и разделить на число членов, пред- 
шествующих определяемому. 

Пользуясь этим овойством, можно сразу писаль, напра 


(&-а)'=27-- 7азев.., 
Теперь берем 7, умножаем его на 6 и делим на два, по- 
лучаем 21: 
(ха) = 7-74 -- 214255... 
Теперь берем 21, умножаем на 5 и делим на 3, полу- 
чаем 35: (а) == 7-Е таб -- 2192 -- база. 


Теперь уже выписаны члены до середины ряда, остальные 
нолучим, основываясь на свойстве 5-м: 


(«--а)т==7-- 1ах° -- 2147455 -- З5азлА-- 35а4х3-|- 2145? -- Тавх -- а". 
8) Оумма всех биномиальных коэффициентов равна 2т. Действи- 
тельшо, положив в формуле бинома х=а=1, получим: 


‚ —1) т(т — 1) (т — 2) 
рот О А... 1. 
Напр. сумма коэффициентов в разложении (5--а)’ равна: 
17-4 21-- 35 -- 35 {21-Е 7--1== 128 ==27, 


3) Заменяв в формуле бинома а на— а, получим: 


Ти дм Зав 


(х— а)" = т" т(— а)" тн аи --.. са), 


т.е. 
тит — 1) 


з—2 —1Т\тат 
2 —а?х ..-Н (— "а", 


(2 — а)" = 1" — тат -- — 


и следовательно, знаки + и — чередуютсл: 
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10) Если в последнем равенстве положим х=а-1, то ной 
дем: 
(т — 1) 712% — Дия — 2) 
0—=1—ж-- юн... НС", 
т.е. сумма биномиальных коэффициентов, стоящих на нечетных 
местах, равна сумме биномчальных козрфициентов, стоящих на 
четных местах. 

304. Применение формулы. бинома к многочлену. Формула 
бинома Ньютона позволяет возвышать в степень трехчлен и во- 
обще многочлен. Так: 

(а Но с) = [(@ О += @-- 94 Е 4с (а 63 ве а | 6) 


= 4 а-- в) - с. 
Разложив (@а-—-5)% (а--6) (а--65)?, окончательно получи 
(а -- 6 - ©)*= а 4а36 -- ва*6?-- 4абз-{- 64-|- 4азс -|- 12а?е -- 12ар?е+ 
-- 463с -- вас? -- 12ас? -- 06? -- дас | 46сз + с*. 
305. Сумма одинаковых степеней членов арифметической 
прогрессии. Укажем одно из интересных применений формулы 


бинома. Пусть имеем арифметическую прогрессию, содержащую 


2 —- 1 членов: 
—=а, 6, с,... К, 4. 


Если разность ее а, то 6 =а-Н а, ве=Ь- 4,... =К--а. Воя 
высив эти равенства по формуле бинома Ньютона в ж-{ 1 ста 
пень, получим я следующих равенств: " 


и и И 
от фт--14[2 т... ‚рана 


софт фа (а ба 
а ра)" а т -- дта-- В т О зе... 
Сложив эти равенства и положив для краткости: 

Ка с"... А", 


& —1-= а"! ы рт 1 —- с! -- ... -- &т-—1, 


5, =а + р не... НА, 
получим (члены: "+1... "+1 сократятся): 


и аб, та". 
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Из этого уравнения определим &5,„, если известны 5—1 
Юта»... 91. Полагая последовательно т ==1, 2, 3,..., найдем 5» 
погом 5, затем 5, ит. д. 

306. Сумма одинаковых степеней чисел натурального ряда. 
Применив выведенное в предыдушем параграфе уравнение 
к прогрессии: 

—1, 2, 3, 4,... м, ВЕЕТ, 
получим: 


(®Ъ-- 111 и 175, В бя. 
Полагая т —=1, найдем: 


(в -|- 1)?=1- 25, п; откуда: 8, = 


("+ 1) 
5 . 


При т =2 получим: 


(и--1)8=1-+ 35, + 39, и=1- 39, О и, 


откуда: 


я —®-103—@+ О Зи + ПР 23 Зв __ 
2— 3 6 _ 6 
__ я (2 С + О 


тт -- 1) 1 ыы 
ЕО. 5. (ср. $ 244). 


При т-==3 находим: 


(п-|- 1)4—=1-- 40, | 65, 45, я-а, Рип” у -- 


2 (и -я. 
откуда: 
а -- 23-72 пи 173 в(я-- 1) \? 
5.= 4 4 = ( 2 ) 5... 


Подобным же образом можно было бы найти 5,, Х; ит. д. 
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КВАДРАТНЫЕ КОРНИ. 


0[1| 213] 4151 6[7|8| 912345 
109] гооотоо5|тото|тот5[1020]1025|10301034]1039| 1044 22 344 
3162|317813194|3209]322513240|3256527113286|3302 ь 8 ТГ 12 13 
11||т049}1054|1058| 10631065 1072|1077 108211086 то9т 22 344 
3317333213347 3362]3376]3391|3406]342113435| 3450]. 67 ТО 12 13 
12 1095 ]ттоо|тт05|ттоеттт4 1118112211127 |Т73 111136 2 344 
3465 [34793495|3507[352113536/3550]3564|35781359- 7 то тт 13 
13| 11401145 1149 11531158 1162116611170] 1175|1179 2 $334 
3606]3619|563313647 566113674 |3688[370113715|3728 7 то 1т 12 
14 11851187 1192|1196]1200|1204|1208]1212|1217 1221 2 34 
3742[375513768|3782|3795|3808|3821|585413847| 3860 7 ТГ 12 
15 1225]12291233|1237|1241|1245 12491253 |1257 126т 2 34 
3873|3886|3899|39121392413937|3959]5962 397513987 6 то тт 
16 1265|1269|1275|1277|1281|1285|1288]1292|1296|1300 2 34 
4000]4012|402514055|4050|4062|40741 087140994 ТЕ 6 то 11 
13041 3081311131513 т9 11323 |1527| 1330] 133411538 2 33 
1 4123|413514147|4159]4171|4183 [41954207 [42194231 ь 10 11 
18| 7342 54513491553 13561360 136.1567/1371|1575 3 
4243|4254|4266]4278]429014301|4313[4324|4536|4347 то 
1375]1382|1386]1389]1393|1396|1400[1404|1407|1411 


+ 
\ 
К 


4359]4370438214393]4405 |4416|442714438]|445014461 

1414|14181142т|142511428|1432|143 51143911442] 1446 
27 4472144834494 4506] 4517 4528] 4539]4550|4561|4572 
14491453 |1456 1459146311466 147011473 |1476| 1480 
21 4585 [4593 |460 |461 < [4626146374628 46546694680 
14851487 1490|1493]1497|150011505|150711510] 1513 
4690|470т|4712|472214733 1474347544764] 4775 4785 
1 1517[152011523|1526|1530]155311536] 1539154311546 
23 4796 ]48об 4817482748537 |4848|4858]^868457914889 
1549] 1552/1556 1550156211565] 1568 1572|1575|1578 
4899]4909\491914930]494014950|496049701498014990 
158111584 15871 59т|1594|1597 1600] 1603 |16с6|1609 
| 500950т0[5020|5030]500|5050|5069]5070|5079|5089 


5+ 


1 
нон нано но но нон Ноно но но нон но но но чо но но но но ьо 
д бо |3 м м м ФФ 
> 


чьи в] м | 0 хо < 
Зою со 


95 | бо бо | ом дом Фо Од 
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Первая значащая цифра и положение запятой в десятичной дроби определяются 
предваюительно (см. стр. 181). 
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Первая значащая цифра и положение запятой в десятичной дроби определяются 
предварительно (см. стр. 181). 
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ОГЛАВЛЕНИЕ. 
ЧАСТЬ ПЕРВАЯ, 


Предисловие... еее еее ня 


ОТДЕЛ ПЕРВЫЙ. 
ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ПОНЯТИЯ, 


Газва [. Алгебранчеекое законоположение, (о у.е. 

‹ 1. Употребление букв. 2. Алгебранческое выражение. 3. Действия, рас- 
сщатриваемые в алгебре, 4, Знаки, употребляемые в алгебре, 5. Исторя- 
ческие сведения. 


Глава П, Свойства первых четырех арифуиетических действий. 
6. Сложение, 7. Вычитание, 8, Умножение, 9. Дезение, 10, Замечание, 
11, Применения свойств действий, 


Глава [. Положительные п отрицательные чиела (относительные 
ЧЦела) уе. . .. И . 
1.  Попятие овелзичинах,  оторые Мож но понимать 
в двух противоположных смыслах... .......... 
2. Задача 1-я. Задача 2-я. 13, Другие величины, которые можно 
понимать в двух противоположных смыслах. 14. Отцосительные чисда. 
15, Из бражение чисез помощью отрезков прямой. 
Ц. Сложение относительных чисег........ , 
16. Задача. 17. Сложение двух чисел. 18, Другое выражение правиз 
сложения. 19. Сложенде 3-х и более чисел, 
Ш. Вычитание относительных чисел. ....... 
20. Задача, 21. Нахождение разности, как одного из друх слатаемых. 
22. Правило вычитания. 23. Формулы двойных знаков, 
24, Азтебраическая сумуа и разность. 
1У. Рлавпейшие свой ства сложения в вызитания 
относительных чисел ($ 25}... ......... ие 
У. Ууножение относительных чисел, ....... 
26. Определение. 27. Вывод правила. 23, Задача, 29. Произведение 
трех и бозее чисел 


ЧАЯ 


9 


14 


23 


23 


30 


34 
36 


Стр. 


У!. Деление относительных чисел. о. - 

30. Определение. 31. Вывод правила. 33. Другое правило деления. 
33. Случаи, когда делимое или долитель есть нуль. 

УЦ. Некоторые свойства умножения и деления 

($ 34)... аи 


Глава 1\. Понятие об уравнении ... . 

35. Равенства и лх свойства. 36.  Тождества, `зт. равнение. 33 Примеры 

решения лругих уравнений. 39. Два основных свойства уравнения. 
40. Члены уравнения. 41. Перенесение членов уравнения. 


ОТДЕЛ ВТОРОЙ. 
ТОВДЕСТВЕННЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ. 


Глава Г!. Млогочлен и одпочлей . еее» 


42. Многочлен и одночлен. 43. Коэффициенг, 44. Свойства многочлена, 
45. Приведение подобных члэнов. 


Глава ПП. Алгебраическое сложение п вычитаппе ‚ее. 

46. Что представляют собою „алгебраические действия“. 47. Сложе- 

ние одночленов. 48. Сложение многочленов. 49. Вычитание одночленов. 

50. Вычитание многочленов. 51. Раскрытие скобок, перед которыми стоит 
знак -- или —. 52. Заключение в скобки части миогочлена. 


Глава 1]. Алгебраическое умпожение ... еее 
53. Умножение степеней одного и того же числа. 54. Умножение 
охдночленов. 55. Умножение многочлена на одночлен. 56. Умножение 
многочтена на многочлен. 57. Расположенный многочлен. 58. Умноже- 
ние расположенных многочленов. 59. Высший и низтий члены произ- 
ведения. 60. Число членов произведения. 61. Некоторые формулы умно- 
жения двучленов. 62. Геометрическое истолкование некоторых формул. 
63. Применения. 


Глава 1\У. Алгебрапическое делепшие ... еее 

64. Деление степеней одного и того же числа. 65. Нудевой показа- 

тель. 66. Деление одночленов. 67. Признаки невозможности деления одно- 

членов. 68. Деление многочлена на одночлен. 69. Деление одночисна 

на многочлен. 70. Деление многочлена на многочлен, 71. Примеры. 
72. Признаки невозможности деления многочленов. 


Глава У. Разложение па множители „еее ен 


73. Предварительное замечание. 74. Разложение целых одночденов. 
75. Разложение многочленов. 


Гхава У[. Алгебранческие дроби. - „еее 
76. Озличие алгебраической дроби от арифчетическон. 77. Основное 
свойство дроби. 78. Приведение членов дроби к целому виду. 79. Пере- 
мена знаков у членов дроби. 80. Сокращение дробей. 81. Приведенле 
дробей к общему знаменателю. 82. Сложение и вычитание дробей. 
83. Умножение дробей. 84. Деление дробей. 85. Замечание. 86. Осво- 
бождение уравнения от знаменателей. 
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42 


47 


53 


57 


69 


15 


18 


Глава УП. Отношение и пропорция. 
87. Отношение. 88. Зависимость между отношением и его членами. 
89. Привеление членов отношения к целому виду. 90. Сокращение 
отношения. 91. Обратные отношения. 92. Пропорция. 93. Основное 
свойство числовой пропорции. 94. Обратное предложение. 95. След- 
ствие. 96. Среднее геометрическое. 97. Среднее арифметическое 98. Произ- 
водные пропорции. 99. Свойство равных отнощений. 100. Арифмети- 
ческое применение. (Пропорциональное деление). 101. Геометрическое 
применение. 
Глава \УПЕ. Пропорциональная зависимость (прямая и обратная) .. 
102. Пропорциональная зависимость. 103. Выражение пропорцпо- 
нальной зависимости формулой. 104. Обратная пропорциональная за- 
внсимость. 105. Выражение обратной пропорциональной зависимости 
формулой. 
ОТДЕЛ ТРЕТИЙ 
ГРАФИЧЕСКОЕ ИЗОБРАЖЕНИЕ ФУНКЦИЙ. 


Гхава Г. Понятне о функцин и координатах. „еее. 
106. Понятие о функции. 107. График температуры, влажности и пр. 
108. Координаты точки. 


Глава П. График пропорциональной зависимости (прямой и о0б- 
ратной) . еее уни е 
109. График пропорциональной зависимости. 110. Замечание. 111. Из- 
менение положения прямой в зависимости от коэффициента про- 
порциональности. 112. График обратной пропорциональноети. 


Глава ПГ. График двучлена первой степени. . еее ьве 
113. Задача. 114. Двучлен первой степени. 115. График двучлена 
первой степени. 116. Изменение двучлена. 117. Замечания. 118. По- 
строение прямой у=ах--Ь по двум точкам. 119. Графическое реше- 
ние уравнения. 


ОТДЕЛ ЧЕТВЕРТЫЙ. 


ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ ОБ УРАВНЕНИЯХ. 
НЕРАВЕНСТВА. 


Глава [ Пересмотр двух осповных свойств уравнения ....... 
120. Предварительное разъяснение. 121. Первое свойство уравнений. 
122. Второе свойство. 123. Умножение или деление частей уравнения 
на одно и то же алгебраическое выражение. 124. Посторонние корни. 
Гзава П. Решения положительные, отрицательные, нулевые п 
другие „еее еее тен 
125. Облий вид уравнения первой степени с одним непзвестным. 
126. Положительное решение. 127. Огрицательное решение. 128, Ну- 
левое решение. 129. Случай, когда уравнение не имеет корня. 130. 
, . ь 

Как можно ‘понимать равенство 7—5. 131. Неопределенное решение. 
132. Графическое истолкование решений ур-ия ах —=6. 133. Буквен- 

ные уравнения. 
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96 


101 


107 


112 


лава Ш. Неравенства первой стецени ‚.. еее 15 
134. Опред ление понятий „больше“ и „меньше“. 135. Свойства не- 
равенств. 136. Решение нсрогенства 1-й стелени с одним неизвесаным. 


ОТДЕЛ ПЯТЫЙ. 
СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ ПЕРВОЙ СТЕПЕНИ. 


Глава Г. Система двух уравнений с двумя неизвестными ...... 140 
137. Задача. 138. Нормальный вид уравнения первой степени 
с 2 неизвестными. 139. Неопределенность одного уравнения с 2 не- 
известными. 140. Система уравнений. 141. Способ подстановки. 142. Спо- 
соб сложения или вычитания. 143. Графическое решение. 


Глава П. Система трех уравнений с тремя нензвестными. „... 17 
144. Нормальный вид уравнения первой степени с 3 неизвестными. 
145. Неопределенность двух и одного уравнения с 3 неизвестными. 146. Си- 
стема 3 уравнений с 3 неизвестными. 147. Способ подстановки. 145. Спо- 
соб сложения или вычитания. 


Глава Ш. Некоторые особые случаи систем уравнений ....... 150 
149. Случай, когда, не все неизвестные входят в каждое уравнение. 
150. Случай, когда неизвестные входят в виде дробей: их, 1/у. 151. Слу- 
чай, когда полезно все данные уравнения сложить. ° 


ОТДЕЛ ШЕСТОЙ. 
СТЕНЕНИ И КОРНИ. 


Тлава Т. Возвышение в квадрат олночленных злгебраических выра- 
жении. ... еее тесно: 183 
152. Определение степени. 153. Правило знаков при возвышенин 
в кадрат. 1541. Возвышение в квадрат произведения, часгного и стс- 
пени. 


Глава П. Возвышение в квадрат многочлена ‚еее. 155 
155. Вывод формулы. 156. Замечание о знаках. 157. Сокращенное 
возвышение в квадрат целых чисел. 


Глава Ш. Графическое изображение функций: у? и у==а5?. . . 153 
155. График функцим у= 4?. 159. График функции У == 4.6?. 
Тлава И". Возвышени.. в куб и в другие степени одночленных 
алгебраических вырлженаи „еее ь ...: 161 
160. Правило знагов при возвышении в степень. 161. Возвышение 
в степень произведемия, степени и дроби. 


Гчава У. Графическое изображение функций; у=с% и У—=а2 ... 168 
162. График фумкции у== 3. 163. Графих функции у = 42%. 

Глава УГ. Основные свойства извлечения корня... ... 164 
164. Задачи. 165. Определение корня. 166. Арифыетический корень. 


167. Алгебраический корень. 168. Извлечение корня из произведения, 
из степени и из дроби. 169. Простейшие преобразования радикалов. 
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ОТДЕЛ СЕДЬМОЙ. 
ИЗВЛЕЧЕНИЕ ИЗ ЧИСЕЛ КВАДРАТНОГО КОРНЯ. 


Глава 1. Извлечение пз данного целого числа папбольшего целого 

квадратного кория. -. уе еее еее 

170. Предварительные замечания. 171,  Пзвлечепие корня из числа, 

меньшего 100.0, но большего 10). 172. Извлечение корня из числа, 
большего 10000. Правило. 173. Число цифр в корне. 


Глава П. Извлечение приближенных квадратных корней... ... 

114. Признаки точного квадратного корня. 175. Прибанженный корень 

с точностью до 1. 176. Приближенный корень с точностью до До. 

177. Приближенный квадратный корень с точностью до {/:ш ДО 1/1 оз 

ит. д. 178. Описание таблицы квадратных корней. 119. Извлечение кёз- 
дратных корней из обыкновенных дробей. 


Глава Ш. График фупкции: у = И: еее еее. . 


180. Обратная функция. 181. График функции у== У 2. 182. Соотно- 
шение между графиками прямой ин обрагной функции. 


ОТДЕЛ ВОСЬМОЙ. 


ДЕЙСТВИЯ НАД ИРРАЦИОНАЛЬНЫМИ ЧИСЛАМИ 
И ВЫРАЖЕНИЯМИ. 


Глава Г. Попятие об иррациональном числе. ..... ао. 

“ 183. Сопзмеримые и несоизмеримые с единицею значешция величины. 
184. Понятие об измерении. 155. Иррациональные числа, 186. Приближен- 
ные значения иррационального числа. 187. Определение действий над 
иррациональными числами. 


Глава П. Иррациональные значения радикалов „еее. . 
158. Приближенные корни любой степени. 189. Иррациональные зна- 
чения корня. 


Глава ПГ. Понятие о приближеппых вычиелепиях „ее... 

190. Предварительное замечание. 191. Приближення с недостатком 

и с избытком, 192. Десятичные приближения. 193. Иогрешность прибли- 

женной суммы. 194. Погрешность приближенной разности. 195. Погреш- 

ность приближенного произведения. 196. Сокращенное умножение. 197. По- 

грешность приближенного частного. 198. Сокращенное делени». 199. За- 
мечание. 200. Задача на прибдиженное вычисление, 


Глава {\У. Преобразовапие иррациональных выражений ...... 
201. Рационадьные и иррациональные алгебранческие выражения. 

202. Основное свойство радикала. 203. Некоторые преобразования ради- 
калов. 204. Подобные радикалы. 205. Действия над иррациональными 


Стр. 


17} 


197 


185 


188 


193. 


196 


210 


одночденами: 1) Сложение и вычитание. 2) Умножение. 3) Деление. 4) Воз- 


вышенне в степень. 5) Извлечение корня. 206. Действия над иррапиональ- 


ными многочленами. 207. Освобождение знаменателя дроби от радикалов. 
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ОТДЕЛ ДЕВЯТЫЙ. 
НЕКОТОРЫЕ УРАВНЕНИЯ СТЕПЕНИ ВЫШЕ ПЕРВОЙ. 


Глава Г. Квадратное уравнение . еее. ине .. 
208. Задача. 209. Нормальный вид кв. уравнения. 210. Решение 
неполных кв. уравненлй. 211. Двучлен второй степени. 212. График дву- 
члена, второй степени. 2138. Корни неполных кв. уравнений в графическом 
изображении. 214. Примеры решения позных кв. уравнений. 215. Фор- 
мула корней приведенного кв. уравнения. 216. Общая формула корней 
кв. уравнения. 217. Упрощение формулы, когда 6 есть четное число. 
218. Число корней кв. уравнения. 219. Два свойства корней кв. уравне- 
ния. Следствия. 


Глава П. Трехчлен второй степени и его графическое изображение. 
220. Трехчлен второй степени. 221. Разложение трехчлена 22-- рг + 9 
на множители первой степени относительно 2. 222. Разложение трех- 
члена, их? -- 6х - с. 223. Следствие (по данным корням составить кв. ураз- 
нение). 224. График трехчленх второй степени. 225. Замечание. 226. Гра- 
фическое решение полного кв. уравнения. 227. Начбольшее и наимень- 
шее значение трехчлена. 228. Изменение трехчлена. 228,2. Решение не- 
равенства второй степени. 


218 


223 


Глава Ш. Биквапратное уравнелие и яекоторые другие ...... 243. 


229. Биквадратное уравнение. 230. Уравнения, у которых левая часть 
разложена на множителей, а правая есть нузь. 


Глава Г’. Иррациональные уравнения ‚.... . ... . 

231. Задача. 232. Посторонние решения. 233. Возвышение частей 

уравнения в квадрат может ввести посторонние решения. 234. Освобо- 
ждение уравнения от двух квадр. радикалов. 


Тлава У. Системы уравиений второй степени „еее... 

235. Степень уравнения с несколькими неизвестными. 236. Система 

двух уравнений, из которых одно первой степени, а другое второй. 

231. Система, двух уравнений, из которых каждое второй степени. 233. Гра- 
фический способ решения. 


ОТДЕЛ ДЕСЯТЫЙ. 
ПРОГРЕССПИН. 


Глава [. Арифметичеекая прогресепя .. уе 

239. Задача. 240. Определение. 241. Формула любого члена А. П. 

242. Формула суммы всех членов. 243. Замечание. 244. Формула суммы 
квадратов чисел натурального ряда. 


Тлава 1. Геометрическая прогресепя „еее нее . 

245. Задача. 246. Определение. 247. Сравнение Г. П. сА. П. 248. Фор- 

мула любого члена. 249. Формула суммы всех членов. 250. Призер задачи 
на Г. П. 
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249 


254 


Глава Ш. Бесконечные прогрессии „еее еано 
251. Некогорые свойства таких прогрессий. 252. Понятие о пределе. 
253. Формула предела суммы членов убывающей Г. П. 254. Применение 

к десятичным периодическим дробям. 


ОТДЕЛ ОДИННАДЦАТЫЙ. 
ОБОБЩЕНИЕ ПОНЯТИЯ 0 ПОКАЗАТЕЛЯХ. 


Глава [. Целые показатели... еее еее» 
255. Перечисление свойств целых положительных  показалелей. 
256. Огрицалельные целы» показатели. 257. Действия над степенями 

с отрицательными показателями. 


Глава Ц. Дробные показатели. . лье еее еее 

255. В каком смысле употребляется дробный показатель. 259. Основ- 

ное свойство дробного показателя. 260. Действия над степенями с дроб- 
ными показателями. 261. Призеры. 


Глава Ш. Некоторые свойства степеней с рациональными показа- 


телями ($ 262)... еее ео еее ен 
Глава ГУ. Понятие об иррациональном показателе ($ 263)..... 
Глава У. Показательная функция. (..-..... ... 


264. Определение. 265. График показательной функции. 266.  Свойстьа 
показательной функции. 


ОТДЕЛ ДВЕНАДЦАТЫЙ, 
лОГАРИФМЫ. 


Глава Г. Общие свойства логарифмов „еее 
267. Два действия, обратные возвышению в степень. 268. Опреде- 
ление логарифма. 269. Логарифмическая функция и её график. 
270. Свойства логарифмической функции. 271. Понятие о значении лог..- 
рифмических таблиц. 272. Нахождение логарифма произведения, част- 
ного, степени и корня. 273. Логарифмирование адгебраическо:о вмра- 
жения. 214. Замечания. 


Глава П. Своисгва десятичных логарифмов еее 
275. Шесть свойств десятичных логарифмов. 216. Следствия. 


1 лава Ш. Устройство и употребление 4-значных таблиц. .-..- 
2717. Системы логарифмов. 218. Преобразование отрицательного дога- 
рифма. 219. Описание 4-значных тайлиц и нахождение по ним 
логарифма. 280. Замечание. 1. Предел погрешности приближенного 
логарифма. 282. Найти число по ланному логарифму (таблица антилога- 
рифмов). 283. Замечание. 284. Предел погрешности найдевного числа. 
285. Действия над лоарифмами с отрицательными характеристиками. 
286. Замена вычитаемых догарифисв саагаемыми, 287. Примеры вычи- 
слений. 


Глава 1\°. Показательные и догарифуические уравнения (3 258). . 


850 
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233 


297 


322 


313 
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Глава \. Сложные проценты, срочные уплаты и срочные взносы. . 314 
289. Основная задача на сложные проценты. 290. Основная задача 
на срочные уплаты. 291. Основная задача на срочные взносы. 


ОТДЕЛ ТРИНАДЦАТЫЙ. 
СОЕДИНЕНИЯ И БИНОМ НЬЮТОНА, 


Глава 1. Соедниения . еее еее еее» ... 819 
292. Определение. 293. Размещения. 294. Задачу. 295. Нереслановки. 
296. Задачи. 297. Сочетанит. 298. Задачи. 299. Другой вид формулы 
сочетаний. 300. Свойство сочетаний. 
Глава П. Бином Ньютона ., еее уе 325 
301. Произведение биномов, отличающихся только в:орыми чаенами. 
392. Формула бинома Ньютона. 303. Свойства бинома Ньютона. 
Таблицы четырехзначных квадратных корней, логарифмов ин аити- 
логарифмов еее еее еее текие 932 


261 


